P4 de Algebra Linear I — 2008.2

Data: 28 de Novembro de 2008.

Gabarito.

1) (Enunciado da prova tipo A)

a) Considere o plano
m:x+2y+2=0.

Determine a equagao cartesiana de um plano p tal que a distancia entre p e

7 seja V5.

b) Determine a equagao cartesiana do plano 7 que contém as retas r e s,

r:(1+t,2+t,1+2t), teR, s: (1+2¢t,2t,4t), teR.

c¢) Considere a transformagao linear
T:R>—R°
cuja matriz na base canonica [T]¢ é o produto das matrizes

-1

101\ /300\ /101
Tle=1{2 1 2| (01 0] |21 2
110/ \oo0oo/ \110

N o~ o

Determine uma base 1 da imagem de 7' e a equagao cartesiana da imagem
de T.

Lembre que a imagem de T, im(7T’), é o conjunto

im(7T) = {7 € R? tal que existe w € R? tal que T(w) = 7'}.



Respostas:

(a) O plano p deve ser paralelo ao plano 7 (em caso contrario a distancia
seria zero). Portanto, a equacao plano p é da forma

prrx+2y+z=>b,

para certo b.

A distancia d entre os planos p e 7 é a distancia entre qualquer ponto de
p (por exemplo, o ponto B = (b,0,0)) e m. Considere a reta r que contém o
ponto B e é perpendicular ao plano ,

r:(b+t,2t,t), teR.

Seja A o ponto de intersegao de 7 e 7. Entdo d = |[AB|. Para determinar A,
devemos determinar ¢ tal que

b+t+22t)+t=0, t=—b/6.
Portanto,
A= (5b/6,—-2b/6,—b/6),  AB = (b/6,2b/6,b/6).

Portanto,

Queremos que

Portanto

Respostas:

prova tipo A:
65
x4+ 2y+z2=+—— =+vV30.
ey NG



prova tipo B:
67
p: x+2y+z—j:— V4
V6

prova tipo C:

p: x+2y—|—z—i7\/_ V66.

prova tipo D:

p: x+2y+z-j:7\/_:\/_

(b) As retas r e s sdo paralelas. Consideramos um vetor diretor w = (1, 1, 2)
destas retas e os pontos A = (1,2,1) € re B = (1,0,0) € s. Um vetor normal
7 do plano 7 é

sl

=W x BA=(1,1,2) x (0,2,1)

O = -
DN = e

k
2 | =(-3,-1,2).
1

Portanto a equacgao cartesiana de 7w é da forma
m:3rx+y—2z=d.
Como B € m, 3 = d. Portanto,

mi3r+y—2z=3.

Respostas:

prova tipo A:
m:3r+y—2z=3.

prova tipo B:
m:3x —2y+z2=3.



prova tipo C:
mrx+3y—22z=3.

prova tipo D:
m:2x —3y— 2= —3.

(c) A expressio da matriz T em forma de produto P D P! (D diagonal)
implica que

T(1,2,1)=3(1,2,1), 7T(0,1,1) = (0,1,1), T(1,2,0) = (0,0,0).
Também implica que os vetores

(1,2,1),(0,1,1),(0,1,1)}

formam uma base (vc. pode usar que suas colunas formam a matriz P
com inversa ou que sao autovetores com autovalores associados diferentes,
portanto linearmente independentes). Assim, a imagem de T' estd gerada
pelas imagens destes vetores. Isto é, (1,2,1) e (0,1,1) geram a imagem.
Como estes vetores sao L.i. eles determinam uma base da imagem.

Para determinar a equacao cartesiana da imagem calculamos

K
1|=(1,-1,1).
1

O = e
— DN e

Portanto,
im(7): x —y+2=0.

Respostas:

prova tipo A:

e base da imagem {(1,2,1),(0,1,1)}
e im(7):z—y+2=0.

prova tipo B:



e base da imagem {(1,1,2),(0,1,1)}
e im(T):z+y—=2=0.

prova tipo C:
e base da imagem {(1,1,1),(0,2,1)}
o im(T):z+y—22=0.

prova tipo D:
e base da imagem {(1,1,1),(0,1,2)}
o im(7):2—-2y+2=0.

2) Considere a base 3 de R3,

pg= {(17 0, 1)7 (17 L, 0)7 (1v L, 1>}
e a transformacao linear 7: R? — R3 que verifica

o T(1,0,1) = (2,1,1)

(1,0,1)+ (1,1,0)

e 7'(1,1,0) = (2,2,1) = (1,1,0) + (1,1, 1),

o T(1,1,1) = (2,1,2)

(1,0,1)+ (1,1,1).
a) Determine a matriz de 7" na base canonica.

b) Determine a matriz de T' na base (3.

c) Determine uma base da imagem da tranformagao linear 7. Lembre que
a imagem de T', im(7T'), é o conjunto

im(7T') = {v € R%*al que existe w € R® tal que T(w) = 7'}

d) Determine as coordenadas do vetor w = (2,0, 1) na base beta.

e) Determine a matriz de mudanga de base da base 3 para a base canonica.



~ — ~
Observagao: as coordenadas dos vetores da base 3 e do vetor w estao
escritas na base canonica £.

Resposta:
(2.a) Observe que

Temos também

(2,1,1) = T(1,0,1) = T(i) + T(k) = T(i) + (0, —1,1).

Portanto,
T(i) = (2,2,0).
Finalmente,
(2,2,1) =T(1,1,0) = T(i) + T(§) = (2,2,0) + T(j).
Portanto,

T(j) = (0,0,1).

Portanto, a matriz de T" na base canonica ¢

2 0 0
2 0 -1
01 1

(2.b) Temos a base de R?

B={u,=(1,0,1), Wy=(1,1,0), w3 = (1,1,1)}.

T(W)=Uu1+ Uy  T(Wa)=ua+ Uz  T(UW3)=u1+ Us.

Portanto, a matriz de T' na base 3 é

1 01
1 10
011



(2.c) A imagem de T esté gerada pelos vetores coluna da matriz de T. Como
o determinante (produto misto T'(i) - (T'(j) x T'(k)))

O = =
[

1
0[=1(1-0)+1(1-0)=2
1

é diferente de zero, estes vetores formam uma base da imagem. Portanto,
a imagem é R? (trés vetores linearmente independentes de R3? geram R3
e formam uma base de R3). Assim vc. pode escolher qualquer conjunto
formado por trés vetores linearmente independentes de R, por exemplo i, j
e k.

Para responder a esta questao vc. nao necessita calcular a matriz de T
Observe que

6=4{(1,0,1), (1,1,0), (1,1,1)}

¢ uma base de R? e a imagem de 7' é gerada pelos vetores
7(1,0,1)=(2,1,1), 7T(1,1,0)=(2,2,1), T(1,1,1)=(2,1,2).

Estes vetores sao linearmente independentes:

N NN

11
2 1=
1 2

S O

11
1 0]=2.
01

Portanto, a imagem é R3. Vec. agora pode raciocinar como acima ou sim-
plesmente escolher a base

{(2,1,1),(2,2,1),(2,1,2)}.
(2.d) Queremos determinar as coordenas de w = (2,0, 1) na base 3, (W)s =
(z,y, z). Isto significa que
(2,0,1) = 2 (1,0,1) +y (1,1,0) + 2 (1,1, 1).

Obtemos o sistema linear de equagcoes

2=z+y+z2 O0=y+z Il=x+z2



Da primeria e da terceira equagoes obtemos y = 1. Portanto z = —1 e x = 2.

Assim temos
(w)ﬁ = (27 1’ _1)'

(2.e) A matriz de mudanga de base da base 3 para a base canonica é a matriz
cujas colunas sao os vetores da base 3:

1 11
011
1 01

3) Considere uma transformagao linear 7: R* — R3 cuja matriz na base
canonica é

5 —2 -5
Te=| 3 -2 -3
1 —2 -1

a) Determine os de autovalores de T
b) Determine uma base de autovetores de T’
v = {1, Wy, UWs},
tal que

ﬁ ’ .

e ' ¢ um autovetor associado a o < 0,
H ’ .

e 5 ¢ um autovetor associado a A > 0,

e U3 é um autovetor associado a 0.
c) Determine a matriz E de T na base 7.
d) Considere agora a base de R?
a=1{(1,1,1),(2,1,0),(1,0,1)}.

Escreva a matriz P de mudanca de base da base canonica para a base

Q.



~ — ~
Observagao: as coordenadas dos vetores da base v e do vetor w estao
escritas na base canonica £.

Resposta:

(3.a) Calcularemos os autovalores de T'.
5—X =2 -5
3 —2-X -3 =6B-X(2+N)(1+X)—6))+
1 -2 —1-A
+2(=3—-3XA+3)—5(—6+2+)) =
=(B-ANAN+3X-4)—-6A+20—-5\=
= (=N +2X2 419X —20)+20— 11\ =
==X 4+2X2+8A=-A(\?-2)-238).
Portanto, as raizes do polinomio caracteristico sao A =0 e

C2+VI132 2+36 246

A :
2 2 2

(3.b) Calcularemos os autovetores associados aos autovalores para obter a
base 7.

. —
autovetores associados a 0, vetor «'3 da base 7:

5 —2 -5 x 0
3 -2 -3 y =10
1 -2 —1 x 0

Obtemos
br—2y—>5z=0, 3r—2y—3z=0, r—2y—2z=0.

Fazendo a diferenca entre qualquer par de equacoes obtemos = = z e portanto
y=0.



Assim os autovetores associados a 0 s@o da forma (¢,0,t), ¢t # 0. Escolhe-
mos, por exemplo,
w3 =(1,0,1).

s —>
autovetores associados a 4, vetor u', da base 7:

1 -2 -5 x 0
3 -6 —3 y | =10
1 -2 -5 T 0

Obtemos
r—2y—>5z=0, 3x—06y—32=0, r—2y—>5z=0.
Ou seja,
r—2y—5z=0, r—2y—z=0.

Escalonando temos z = 0. Portanto, x = 2y.
Assim os autovetores associados a 4 sao da forma (2¢,¢,0), t # 0. Esco-
lhemos, por exemplo,
Uy = (2,1,0).

. —
autovetores associados a —2, vetor u’; da base v:

7 -2 -5 x 0
3 0 -3 y =10
1 -2 1 x 0

Obtemos
Tr—2y—>52=0, 3r—32=0, r—2y+2z2=0.

A segunda equacao implica z = z. Portanto y = x = 2.
Assim os autovetores associados a —2 sao da forma (¢,¢,t), t # 0. Esco-
lhemos, por exemplo,
wy=(1,1,1).

Portanto,

Y= {71 = (17 L 1)772 = (2a 170)773 = (1707 1)}7



(3.c) Como temos
T(uy) =2y, T(Wy) =47y, T(us)=0 =03,

a matriz £ de T na bae v é

&
|

|
N
> o
o o

(3.d) Observe que a matriz

1 21

O=[110
10 1

—_

¢ a matriz de mudanca de base da base de autovetores a para a base canonica.
Portanto, P = @Q~!. Assim temos que calcular a matriz inversa de Q. Usa-
remos4 o método de Gauss.

1 21 1 00
1 10 010
1 01 0 01

operacao: linha II - linha I e linha III - linha I.

1 2 1 1 00
0 -1 -1 -1 10
0 -2 0 -1 0 1

operacao: troca de linhas II e III, -1/2 linha II e -(linha III).

1 21 1 0 0

01 0 12 0 —1/2

011 1 -1 0
operagao: linha IIT - (linha II).

1 21 1 0 0

010 1/2 0 —1/2

00 1 1/2 -1 1/2



operacgao: linha I - 2 (linha IT).

1 01 0 0 1
010 1/2 0 -1/2

001 1/2 -1 1/2

operacao: linha I - (linha III).
100 —1/2 1 1/2
010 /2 0 —1/2
00 1 12 -1 1/2
Portanto,

-1/2 1 1/2 1 -1 2
P = /2 0 -1/2 =3 1 0

1/2 -1 1/2 1 -2



