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Gabarito

1) Considere os pontos
A=(1,0,1), B=(224), e C=(1,2,3).
(1.a) Determine o ponto médio M do segmento AB.

(1.b) Determine a equacao cartesiana do plano 7 formado pelos pontos
equidistantes de A e B (isto é, dist(X A) = dist(X B)).

(1.c) Determine o ponto D da reta
r={(B3t—-5,t,2t—2), teR}
que é equidistante aos pontos A e B, isto é, dist(AD) = dist(BD).

(1.d) Determine a equagao cartesiana do plano p que contém os pontos
A, BeC.

Resposta: O ponto M tem coordenadas

A+ B

M:
2

= (3/2,2/2,5/2) = (3/2,1,5/2).

O plano 7 é obtido como o plano que contém o ponto M e é perpendicular
ao vetor n = AB = (1,2, 3),

T x4+ 2y+ 32 =d,

como M € m,
1(3/2)4+2(1)+3(5/2) =11 =d.

Portanto,
x4+ 2y + 3z =11.



O ponto D é obtido como intersecao da reta r e do plano m. Portanto,
devemos encontrar o valor de t tal que

(3t —=5)+2(t) +3(2t —2) =11,

isto é,
3t—5+2t+6t—6=11, 11t=22.

Logot=2e
D =(1,2,2).

Para determinar o plano p observe que os vetores
AB=v=(1,2,3), e AC=w=(0,2,2)

sao paralelos a p. Portanto, um vetor normal n de p é

n=(1,2,3) x (0,2,2) =

O =
N DD e

k
3| =(-2,-2,2).
2

Logo podemos escolher como vetor normal do plano (1,1, —1). Temos
prrx+y—z=d,

onde d ¢ obtido pela condicao A € p:
1+0—-1=d=0.

Portanto,
prr+y—z=0.

2)
(2.a) Determine a matriz na base canénica de uma transformagao linear
T:R? — R3,

tal que



o I'((r+2y+22=0)) ={(t,0,t), t € R},

e aimagem de 7' (denotada im(7")) é o plano x —y — z = 0 (lembre
que im (T') = {u € R3 tal que existe v € R? tal que T'(v) = u}).

(2.b) Para a transformacao do item (a) determine o conjunto de vetores w
tal que T'(w) = 0.

(2.c) Determine a forma matricial (na base canoénica) de uma transformagao
afim
. R3 3
L:R®— R,

tal que

L((z+2y+22=0)) = {(1+t,0,1+1), t € R}.

Resposta: Observe que a transformacao linear 7" estara totalmente de-
terminada quando conhecidas as imagens dos vetores de uma base de R3.

Como a imagem do plano 2x +y + 2z = 0 é a reta (¢,0,t), os vetores
paralelos ao plano 7 devem se transformar em vetores paralelos a (1,0,1) (e
nao podem se transformar todos no vetor nulo, pois em tal caso a imagem
seria a origem). Por exemplo,

T(0,1,—-1)=(1,0,1),  T(2,0,—1) = (1,0,1).

Consideramos agora uma base 3 de R? que contenha aos vetores (1,0, 1)
e (2,—-1,0). Por exemplo:

8 =1{(0,1,-1),(2,0,-1),(0,0,1)}.

Verifique (usando o produto misto) que estes vetores de fato formam uma
base.

Como a imagem de T' é o plano x —y — z = 0 que contém a reta (¢,0,t) a
imagem do vetor (0,0, 1) deve ser um vetor do plano diferente do vetor zero
e nado paralelo ao vetor (1,0, 1) (pois em tal caso a imagem seria uma reta).
Por exemplo,

T(0,0,1) = (1,1,0).

Observe que

T(0,1,0) = T(0,1, 1) + T(0,0,1) = (1,0,1) + (1,1,0) = (2,1,1).



Temos também

T(1,0,0) =1/2(7(2,0,—1)+7(0,0,1)) =
= 1/2((1,0,1) + (1,1,0)) = (1,1/2,1/2).

Portanto, a matriz de T" na base canonica é

1 21
m=11/2 11
1/2 10

Para calcular os vetores que verificam T'(w) = 0 devemos resolver o sis-

1 21 x 0
1/2 1 1 y | =1(0],
1/2 1 0 2 0

isto é,
r4+2y+2=0, z+2y+2z=0, x+4+2y=0.

Logo z = 0, e obtemos os vetores da forma

(2t,—t,0), t €R.

Para o ultimo item ¢ suficiente considererar a composicao da transformacao
linear do item (a) com uma translagdo que leva a origem (0, 0,0) (do plano
x+ 2y + 2z =0) no ponto (1,0,1) (da reta (14¢,0,1+1)), isto é

x 1 21 x 1
w{y =12 11 y |+ 0
2 1/2 1 0 2 1

3) Considere uma transformagao linear 7: R® — R3 tal que a matriz de T
na base canonica é
-1

= o
0

NN
N = W



(3.a) Determine uma forma diagonal D de T.
(3.b) Determine uma base 3 de R? tal a matriz de T na base 3 seja D.

(3.c) Estude se existe uma base v de R? tal que a matriz de T na base
seja

-1

1], = 0

0

o = O
w = O

Em caso afirmativo determine a base ~.

(3.d) Estude se existe uma base n de R3 tal que a matriz de T na base 7

seja
-1 0 0
1), = 0 -1 1
0 0 3

Resposta: O polinomio caracteristico de T' é

~1-X 2 3
0 2-X 1 |=—(1+NN—-4r+3).
0 12—

As raizes do polinémio sao

C4+V16-12  4+2
- 2 2

A=-—-1, A

Isto é, os autovalores de T' sao,

todos de multiplicidade 1 (observe que a soma dos autovalores coincide com o
trago da matriz). Portanto, a matriz é diagonalizavel, e uma forma diagonal
é



A base = {uy, ug, us} tal que [T']3 = D deve ser uma base de autovetores
de T tais que

T(Ul) = —us, T(Uz) = U2, T(u3) = Jugs.

Portanto, os autovetores u; associados a —1 sao as solugoes nao triviais do
sistema

02 3 T 0
0 3 1 y |=101], y=z2=0.
01 3 z 0

Logo podemos escolher u; = (1,0, 0).
Analogamente, os autovetores us associados a 1 sao as solugoes nao triviais
do sistema

-2 2 3 x 0
0 11 y =101, y=—2 —2v—y=0,
0 11 z 0

Logo podemos escolher us = (1, —2,2).
Finalmente, os autovetores us associados a 3 sao as solugoes nao triviais
do sistema

-4 2 3 x 0
0 -1 1 y | =101, y==z2 4xr=>5y.
0o 1 -1 z 0

Logo podemos escolher ug = (5,4,4).
Portanto, podemos escolher

B ={(1,0,0),(1,-2,2),(5,4,4)}.

Suponha que v = {w, wy, w3} é a base pedida no item (c). Por defini¢ao
temos
T(w1> - (_w1)7 T(wQ) = Wa, T(w3) = 3’(1)3 + ws.

Portanto, w; e wy sao autovetores de T associados a —1 e 1, respectivamente.
Portanto, pelo item anterior podemos escolher

wp = (1,0,0), Wo = (1, —2,2)



Finalmente, seja w3 = (a, b, c) (escrito na base canonica). Temos (na base
canonica )

T(ws) = (—a+2b+ 3¢,2b+ ¢, b+ 2¢) = (3a,3b,3¢) + (1, -2, 2).
Logo devemos resolver o sistema
—a+20+3c=3a+1, 2b4+c=3b—2, b+2c=3c+2.
Como as duas ultimas equagoes sao a mesma, temos
c=0b-—2.

Portanto, podemos fazer b = 0 e ¢ = —2. Finalmente, 4a = 3c—1, a = —7/4.
Logo
8 =1{(1,0,0),(1,-2,2),(=7/4,0,—-2)}.

A resposta do tltimo item é negativa. Observe que [T, e [T, sdo neces-
sariamente semelhantes pois

T}, = P[T), P,

onde P é a matriz de mudanga de base da base n para a base v. E lem-
bre que matrizes semelhantes tém os mesmos autovalores com as mesmas
multiplicidades.

Como as matrizes sao diagonais, os autovalores sao os elementos da diag-
onal principal com as multiplicidades correspondentes. Mas os autovalores
de [T, sao (—1),1 e 3 (todos simples) e os autovalores de [T, sao (—1)
(multiplicidade dois) e 3 simples.

4) Considere o espelhamento E no plano 7: x — 2y — 2z = 0.

(4.a) Determine uma matriz R tal que

o O

[E] =R

O O =
O = O



(4.b) Determine a matriz [E] de E na base canodnica.

Considere agora a base ortogonal 3 de R® dada por

8 ={(1,0,1), (27,32, —27), (—32,54,32) }.

(4.c) Determine a primeira coordenada do vetor (1,2,3) na base 3, (isto
é, se as coordenadas de (1,2,3) na base  sao (1,2,3)3 = (a,b,c),

determine a).

Resposta: A matriz R deve ser uma matriz ortogonal onde a primeira e a
segunda colunas correspondem a autovetores de F associados a 1 e a terceira
coluna a um autovetor de E associado a (—1). Estes autovetores devem

formar uma base ortonormal de R3.
Escolhemos a base ortogonal os autovetores de E

e (1,—2,—2) associado a —1,
e (0,1,—1) associado a 1,
e (1,—-2,-2) x (0,1,—1) = (4,1,1) associado a 1.
Normalizando obtemos a base
n={1/3v2(4,1,1),1/v2(0,1,-1),1/3 (1, -2, -2)}
obtendo a matriz

4/3v2 0 1/3
R=| 1/3v2 1/v2 -2/3
1/3v2 —1/v/2 -2/3

Temos agora que a matriz de F na base canonica é

—1/2

4/3v2 0 1/3 10 0 4/3v2 1/3v2 1/3v/2
1/3v2 1/vV2  —2/3 01 0 0 1/v/2
1/3v2 —1/v2 —2/3 00 —1 /3 -2/3

~2/3



Isto é

4/3v2 0 1/3 4/3v2 1/3v2 1/32
E] =1 1/3v2 1/vV2 —2/3 0 1/V2 —1/V2 | =
1/3v2 —1/v/2 —2/3 -1/3  2/3 2/3

16/184+0—1/9 4/18 +0+2/9  4/18+0+2/9
= | 4/1840+2/9 1/18+1/2—4/9 1/18 —1/2-4/9 | =
4/18+0+2/9 1/18—1/2—4/9 1/18+1/2 —4/9

7/9 4/9  4/9
= 49 1/9 -8/9
4/9 —8/9 1/9

Observe que o resultado é uma matriz ortogonal e simétrica de traco igual a
1.

Finalmente, sejam (a, b, ¢) as coordenadas do vetor (1,2, 3) na base
B ={(1,0,1), (27,32, —27), (—32, 54,32)}.

Entao
(1,2,3) =a(1,0,1) + b (27,32, —27) + ¢ (—32, 54, 32)

Temos

(1,2,3)-(1,0,1) =a(1,0,1)-(1,0,1)+
+b(27,32,-27) - (1,0,1) + ¢ (=32,54,32) - (1,0,1).

Logo 4 =2a e a = 2.



