P3 de Algebra Linear I — 2003.2
Gabaritos
Data: 17 de novembro 2003

1) Decida se cada afirmacio a seguir é verdadeira ou falsa e marque com
caneta sua resposta no quadro abaixo. Atencao: responda todos os itens,
use "IN = nao sei” caso vocé nao saiba a resposta.

Tabela de respostas:

Itens | V| F | N
1.a X
1.b X
lc | x

1.d X
le | x

1.a) Existe uma matriz M, 3 x 3, ortogonal e simétrica cujo trago ¢é igual
a dois.

Resposta: Falsa. Como a matriz é simétrica, seus autovalores sao niimeros
reais. Como ¢é ortogonal, seus autovalores tém modulo 1. Portanto, os auto-
valores de M sao 1 ou —1. Ha as seguintes possibilidades:

e autovalor 1 de multiplicidade 3, entao M tem traco 1 +1+1 = 3;



e autovalor 1 de multiplicidade 2 e autovalor —1 de multiplicidade 1,
entao M tem traco 1 +1—1=1;

e autovalor 1 de multiplicidade 1 e autovalor —1 de multiplicidade 2,
entao M tem traco 1 —1—1 = —1;

e autovalor —1 de multiplicidade 3, entao M tem traco -1 —1—1 = —3.

Portanto, o traco nao pode ser 2.

1.b) Considere as matrizes

1 00 1 11
D=0 2 0 |, P = 1 2 2
0 0 3 1 3 4
Defina a matriz M como
M=PDP™

A matriz M é simétrica.

Resposta: Falsa. Os autovetores de M sao paralelos aos vetores coluna de
P, de forma mais precisa:

e os autovetores associados a 1 sdo paralelos a (1,1,1),
e os autovetores associados a 1 sdo paralelos a (1, 2, 3),
e os autovetores associados a 3 sdo paralelos a (1,2,4).

Como os vetores (1,1,1),(1,2,3) e (1,2,4) ndo sdo ortogonais, M nao possui
uma base ortogonal de autovetores, portanto, M nao é simétrica.

1.c) Sejam 3 = {u, v} uma base ortonormal de R? e [M] e [N] as matrizes
na base canonica das transformacoes lineares M, N: R? — R? que verificam

M(u) =b)u, M) =Tv
0, N(v) =3uw.



As matrizes produto [N][M] e [M][N] sao iguais e simétricas.

Resposta: Verdadeira. Seja P a matriz ortogonal cujas colunas sao os
vetores u e v. Entao se verifica:

_ 5 0 —1 _ 00 -1
[M]_P(07)P , [N]_P(O3)P .
Portanto,

_ 5 0 1 00 1 0 0 1
[M][N]_P<O7>P P<03>P —P(021>P :
Analogamente,
_ 00 1 5 0 1 0 0 1
[N][M]_P<03)P P<07)P —P(021>P :

Portanto, os produtos sao iguais. O fato da matriz produto ser simétrica
decorre de P ser ortogonal (o produto é ortogonalmente diagonalizédvel).

1.d) Seja E um espelhamento em um plano de R®. Existe uma base (3
tal que a matriz de F na base 3 é

1
[Elg={ 0
0

Resposta: Falsa. Se a resposta fosse afirmativa, a matriz [E]g deveria ser
semelhante a matriz

que é uma forma diagonal do espelhamento. Portanto, a matriz [E]g deveria
ser diagonalizdvel, mas isto é falso: para o autovalor 1 de multiplicidade dois
de [E]s somente é possivel encontar um autovetor l.i. (paralelos ao vetor
(0,1,0)).

1.e) Considere a matriz

11 111 1111
M=1 33 333 3333
OTeT T



Os autovalores de M sao 0 (de multiplicidade dois) e 8121.

Resposta: Verdadeira. O determinante de M é zero (todas as linhas sao
paralelas). Portanto 0 é um autovalor. Os autovetores associados a 0 geram
oplano 11x+111y+1111z = 0. Portanto, o autovalor 0 tem dois autovetores
li. e, portanto, sua multiplicidade é no minimo dois. Se fosse 3 o trago da
matriz seria zero (absurdo). Portanto, sua multiplicidade é dois. Seja A o
outro autovalor. Temos

trago(M) =04+ 0+A=X=11+333+ 7777 = 8121,

0 que prova a afirmacao.

‘ Segunda questao ‘

‘ Prova tipo A ‘

2) Considere os vetores
uw=(1/v3,1/v3,1/V3), v=(1/v2,0,a), w=(1/V6,b,c).

(2.a) Determine a, b, ¢ para que os vetores u, v, w formem uma base ortonor-
mal.

(2.b) Considere agora a base 3 = {u,v,w} do item anterior. Determine a
primeira coordenada do vetor (3,2,3) na base £.

Resposta:

a)a=—-1/v/2, b=-2/V/6, c=1/6.
b) primeira coordenada = 8/v/3.




‘ Prova tipo B ‘

2) Considere os vetores
u=(1/V3,1/v3,1/V3), v=(=1/v6,a,-1/V6), w = (1/V2,b,c).

(2.a) Determine a, b, ¢ para que os vetores u, v, w formem uma base ortonor-
mal.

(2.b) Considere agora a base 3 = {u,v,w} do item anterior. Determine a
segunda coordenada do vetor (3,2, 3) na base f3.

Resposta:

a)a=2/V6, b=0, c=-1/V2.
b) segunda coordenada = —2//6.

‘ Prova tipo C ‘

2) Considere os vetores
u=(1/V3,1/v3,1/V3), v=(a,—1/V2,1/V2), w=(2/V6,b,c).

(2.a) Determine a, b, ¢ para que os vetores u, v, w formem uma base ortonor-
mal.

(2.b) Considere agora a base 3 = {u,v,w} do item anterior. Determine a
terceira coordenada do vetor (3,2,3) na base (.

Resposta:

a)a=0, b=-1/v6, c=-1/V6.
b) terceira coordenada = 1/+/6.




‘ Prova tipo D ‘

2) Considere os vetores
u=(1/V3,1/V3,1/V3), v=(-1/v6,a,b), w=(—1/v2,0,c).

(2.a) Determine a, b, ¢ para que os vetores u, v, w formem uma base ortonor-
mal.

(2.b) Considere agora a base 3 = {u,v,w} do item anterior. Determine a
primeira coordenada do vetor (3,2,3) na base £.

Resposta:

a)a=2/v6, b=-1/V6, c=1/V2.
b) primeira coordenada = 8/v/3.

3) Considere a transformacao linear
T:R — R, T(u)=(1,0,—1) X u
e a base ortonormal de R? definida por
B ={(1/V3,1/V3,1/V/3); (1/V6,-2/V6,1/V6); (1/v2,0,-1/v2)}.
(3.a) Determine a matriz de T na base 3.

(3.b) Determine os autovalores de 7.

(3.c) Interprete T como a composi¢cdo de uma projegio ortogonal, uma
rotacdo e a multiplicagdo por um escalar (determinando o plano/reta
de projecao e o eixo e o angulo de rotagao).



Resposta: Escrevemos,
u=(1/V3,1/V3,1/V3); v=(1/v6,-2/v6,1/V6); w = (1/v2,0,—-1/V?2).
Observe que

T(u) =T(1/V3,1/V3,1/V3) = (1/v3)((1,0,-1) x (1,1,1)) =
= (1/\/3) (15 -2, 1) =
= V3 (1/v/6, ~2/v/6,1/v/6) = Vu:

T(v) =T(1/v6,-2/v6,1/v6) =(1/v6)((1,0,-1) x (1,-2,1)) =
(2/\f)( 1,1, )—
T(w) =T(1/v2,0,-1/v2) = (1/v2)((1,0,-1) x (1,0,-1)) =0.

Portanto, a matriz de 7' na base 3 é:

0 —v2 0
Tls=1 V2 0 0 |=v2
Para determinar os autovalores de 7" podemos usar a matriz de 7' na base

0 0 0
B (lembre que matrizes semelhantes possuem os mesmos autovalores). O
polinomio caracteristico de T é

p(\) = =X (A2 +2).

—1
0
0

S = O
o O O

Logo as raizes (que sao os autovalores de T') sao
0, V2i, —V2i
Finalmente, na base 3 temos

0 —vV2 0
[Tl = (\/5 0 0
0 0 0

\)



As matrizes acima representam (na base [3) respetivamente (de esquerda a
direita):

e a projecdo ortogonal no plano x — z = 0,
e uma rotagao de eixo (¢,0,—t) e dngulo 7/2

e uma multiplicacio por v/2.

‘ Quarta questao ‘

‘ Prova tipo A ‘

4) Considere a matriz M dada por

M =

N DN
(NSRS )
=N N

Sabendo que 2 é um autovalor e que (1,1,1) é um autovetor de M:

(4.a) Determine os autovalores de M.
(4.b) Determine uma base ( ortogonal de autovetores de M.

(4.c) Determine duas formas diagonais D e E diferentes de M.

Resposta:

4.a) autovalores: 2 (multiplicidade 2) e 8 (simples ou multiplicidade 1).

4.b) base ortogonal de autovetores

g={(1,-1,0),(1,1,-2),(1,1,1)}.



4.c) formas diagonais:

2 00 8 0 0
D=l020], E=[020
00 8 00 2

‘ Prova tipo B

4) Considere a matriz M dada por

Sabendo que 3 é um autovalor e que (1,1, —1) é um autovetor de M:
(4.a) Determine os autovalores de M.

(4.b) Determine uma base ( ortogonal de autovetores de M.

(4.c) Determine duas formas diagonais D e E diferentes de M.

Resposta:

4.a) autovalores: 3 (multiplicidade 2) e —3 (simples ou multiplicidade 1).

4.b) base ortogonal de autovetores

8=1{(1,0,1),(-1,2,1),(1,1,-1)}.

4.c) formas diagonais:

30 0 -3 00
D=103 0 , E = 0 30
00 -3 0 0 3




‘ Prova tipo C

4) Considere a matriz M dada por
2 -1 -1
M= -1 2 -1
-1 -1 2
Sabendo que 3 é um autovalor e que (1,1,1) é um autovetor de M:
(4.a) Determine os autovalores de M.

(4.b) Determine uma base (3 ortogonal de autovetores de M.

(4.c) Determine duas formas diagonais D e E diferentes de M.

Resposta:
4.a) autovalores: 3 (multiplicidade 2) e 0 (simples ou multiplicidade 1).

4.b) base ortogonal de autovetores

8={(1,1,1),(1,0,-1),(1,-2,1)}.

4.c) formas diagonais:

300 000
D=|l030], E=[030
000 003

‘ Prova tipo D

4) Considere a matriz M dada por

2 =21
M= -2 -1 2
1 2 2

Sabendo que 3 é um autovalor e que (1,2, —1) é uma autovetor de M:



(4.a) Determine os autovalores de M.
(4.b) Determine uma base ( ortogonal de autovetores de M.

(4.c) Determine duas formas diagonais D e E diferentes de M.

Resposta:
4.a) autovalores: 3 (multiplicidade 2) e —3 (simples ou multiplicidade 1).
4.b) base ortogonal de autovetores

g={@1,2,-1),(1,0,1),(1,-1,-1)}.

4.c) formas diagonais:

30 0 -3 00
D=103 0 , E = 0 30
00 =3 0 0 3

‘ Quinta questao

‘Complete os quadros abaixo. Nao € necessario justificar

‘ Prova tipo A

Seja R uma matriz de rotagao em R? de eixo (¢, 75t,48t), t € R, e angulo
7/4 radianos e considere a matriz [R] de R na base candnica.

Sim | Nao
[R] é simétrica X
[R] é ortogonal | x




O traco de [R] é 1++/2
O determinante de [R] é 1

Seja P uma projecio de R? no plano 3z + 7y + 502 = 0 na direcdo do
vetor (1,1,1). Considere a matriz [P] de P na base canonica.

Sim | Nao
[P] é simétrica X
[P] é ortogonal X

O trago de [P] é 2
O determinante de [P] é | 0

‘ Prova tipo B ‘

Seja R uma matriz de rotagdo em R? de eixo (77t,19¢,t), t € R, e angulo
7/3 radianos e considere a matriz [R] de R na base candnica.

Sim | Nao

[R] é simétrica X

[R] é ortogonal | x

O trago de [R] é 2
O determinante de [R] é| 1

Seja P uma projecao de R? na reta (t,2t,t), t € R, na dire¢io do plano
3z + Ty + 50z = 0. Considere a matriz [P] de P na base candnica.



Sim | Nao
[P] é simétrica X
[P] é ortogonal X

O trago de [P] é 1
O determinante de [P] é | 0

‘ Prova tipo C ‘

Seja R uma matriz de rotagao em R® de eixo (14¢,75t,48t), t € R, e
angulo /6 radianos e considere a matriz [R] de R na base canonica.

Sim | Nao
[R] é simétrica X
[R] é ortogonal | x

O traco de [R] é 1++/3
O determinante de [R] é 1

Seja P uma projecao de R® no plano 3z + 29y + 50z = 0 na direcdo do
vetor (1,2,2). Considere a matriz [P] de P na base canoénica.

Sim | Nao
[P] é simétrica X
[P] é ortogonal X

O trago de [P] é 2
O determinante de [P] é | 0




‘ Prova tipo D

Seja R uma matriz de rotagao em R? de eixo (17t,t,52t), t € R, e angulo
7 /4 radianos e considere a matriz [R] de R na base candnica.

Sim | Nao
[R] é simétrica X
[R] é ortogonal | x

O traco de [R] é 1++/2
O determinante de [R] é 1

Seja P uma projecao de R® na reta (19¢,16t,0), ¢ € R, na direcdo do
plano 13z + 12y + 17z = 0. Considere a matriz [P] de P na base candnica.

Sim | Nao
[P] é simétrica X
[P] é ortogonal X

O trago de [P] é 1
O determinante de [P] é | 0

6) Escolha quais das afirmacoes a seguir é a verdadeira.



6.1) A matriz A

11 1 — 4 1
V6 V3 2 2 V3 V3 V3
representa:

Uma rotagado de dngulo 7/4 e eixo de rotagao a reta (¢, —t,—2t), t € R

6.2) A matriz S

/2 —1/2 —1/2
0 1 0
~1/2 —-1/2 1/2

U
Il

representa:

A projegao no plano z + y + z = 0 na diregao do vetor (1,0,1)

Tabela de respostas:

6.1]6.2
provaA| g | d
provaB| e | b
prova C| c 1
provaD| a | g




