G3 de Algebra Linear I — 2011.2

Gabarito
1) Considere a matriz
1 41
N=[4 11
1114
Observe que os vetores (1,1,1) e (—1,1,0) sao dois autovetores de N.

a) Determine uma forma diagonal D de N.
b) Determine uma matriz P tal que D = P N P*.

c) Considere a matriz N~!. Determine uma forma diagonal E de N~'.

Observacao: para resolver esta questao nao é necessario calcular o polinémio
caracteristico de N.

Resposta:

a) Observamos que

1 41 6
4 1 1 6
1 1 4 6
e que
1 41
4 1 1 — 3
1 1 4 0
Portanto, os autovalores associados a (1,1,1) e (1, —1, ) sao 6 e —3, respec-
tivamente.

Como o trago de N é a soma dos autovalores (contados com multiplici-
dade), temos que se A é o terceiro autovalor de N entao

6+(—3)+A=1+1+4=6.



Logo A\ = 3. Portanto, uma forma diagonal D de N é

6 0 0
D=0 -3 0
0 0 3

As outras formas diagonais de /N sao obtidas fazendo permutacoes da diago-
nal.

b) Observe que N é uma matriz simétrica, portanto possui uma base orto-
gonal de autovetores. Observe que

N=QDQ",
onde ) é uma matriz ortogonal (Q' = Q7! e Q'Q = QQ' = Id) cujas
colunas formam uma base ortonormal de autovetores de N (associados a 6,
—3 e 3). Observe que

Q'NQ=Q'QDQQ'=D, D=Q'NQ
e portanto P = Q.
Portanto, um autovetor u associado ao autovalor 3 deve ser ortogonal aos

autovetores associados a 6 e —3. Assim ele pode ser obtido fazendo o produto
vetorial dos autovetores (1,1,1) e (1, —1,0) associados a 6 e —3,

i j k
i=(1L1,1)x(1,-1,00=]1 1 1]|=(11,-2).
1 -1 0

Aplique a matriz ao vetor e verifique que (1,1,—2) é um autovetor cujo
autovalor é 3.

Normalizando os vetores acima, obtemos uma base ortogonal de autove-
tores de N é

() () (s DY

Portanto,

SIL Sl
slb sl- §l-

T
S~ sl- sl-



Observe que o primeiro vetor coluna é um autovetor associado a 6, o segundo
vetor coluna é um autovetor associado a —3 e o terceiro vetor coluna é um
autovetor associado a 3.

Finalmente,

5l
5l

S-Sl Sl
S

S
Sl

c) Observe que para qualquer vetor ¥ temos
N~1'oN(v)=0.

Por outro lado, temos que se v é um autovetor de NV cujo autovalor associado
é o se verifica

N 'oN(w)=N1ov)=0cN'(v) =2
Logo

Portanto, 1/0 é um autovalor de N~1. Assim obtemos que os autovalores de
N~'sdo 1/6, —1/3 e 1/3 e que uma forma diagonal de N~! é

1/6 0 0
E=|0 =1/3 0
0o 0 1/3

As outras formas diagonais de N~! sao obtidas fazendo permutacoes da di-
agonal de F.

2) Considere a matriz



a) Determine os autovalores de M e suas multiplicidades. Dica, 3 é um
autovalor.

b) Encontre, se possivel, uma base de R? formada por autovetores de M.

c) Considere a matriz

3 0 0
A= Q21 Q22 0 s onde 21,022,032, 03 3 € R.
0 azz asgs

Determine a1, ag2,as2 € ass para que

e a matriz A tenha um tnico autovalor \ e

e qualquer conjunto de autovetores linearmente independentes de A
associados a A tenha no maximo um elemento

(as duas condiges devem ser satisfeitas simultaneamente).

d) Considere a matriz

1 0 1
B=|-2 byp by3|, ondebys, brz b3s€R.
6 byy O

Sabendo que

e a matriz B nao possui inversa,
e 3 é um autovalor de B e

e (1,1,0) é um autovetor de B,

determine by 9, ba3 € b3 5.

Resposta:



a) Para determinar os autovalores calculamos o polinomio caracteristico de

M

—2-=A 2 3
-2 3—A 2 =
—4 2 2— A

::—@+A)«3—Aﬂ5—Ay~Q+ﬂ<2®—A)—®>—4(4—3@—A0::
——@+ ) (R-sat 1) +2(1-20) —4(-5+3)) =

=X +6X —11)+6.
Como sabemos que 3 é raiz, temos
N 46X —11A+6=(3—)\)(a N +bA+c).

Obtemos que a = 1, 3¢ =6 (isto 6 c =2) e 3A2 —bA?> = 6% logo b = —3.
As raizes de A2 — 3\ + 2 sdo

3£v/9-8 3+1
2 2

Observe que a soma dos autovalores coincide com o traco da matriz,

A=1, A=2

14+24+3=—-2+3+5=6.

Portanto, os autovalores sao 1, 2 e 3, todos simples.

b) Os autovalores da matriz M s@o 1, 2 e 3 Para determinar os autovetores
associados a 1 resolvemos

—2-1 2 3 x 0
—2 3-1 2 y | =101,
—4 2 5-1 z 0

ou seja o sistema
—3r+2y+32=0, —20+2y+2:=0, —4dr+2y+42=0.

Fazendo a diferenca da primeira e da segunda equacao temos —x + z = 0,
x = z. Substituindo temos y = 0. Portanto, as solugoes do sistema sao da
forma (¢,0,t), t € R, e (1,0,1) é um autovetor de M.



Para determinar os autovetores associados a 2 resolvemos

—2-2 2 3 x 0
—2 3-2 2 y | =101,
—4 2 5-2 z 0

ou seja o sistema
—dr+2y+32=0, 2x+y+2z=0, —4dr+2y+32=0.
Ou seja
de —2y—32=0, 20x—y—22=0.

Se fazemos (primeira)-2 (segunda) temos z = 0. Logo y = 2. As solugoes
do sistema sao da forma (¢,2¢,0), t € R. Portanto, (1,2,0) é um autovetor

de M.

Para determinar os autovetores associados a 3 resolvemos

—2-3 2 3 x 0
—2  3-3 2 y | =0,
—4 2 5-3 2 0

ou seja o sistema
—Sr+2y+32=0, —2x+22=0, —4dr+2y+2z=0.

Da segunda equagao obtemos x = z e (substituindo na primeira) y = z. Logo
as solugoes do sistema sao da forma (t,¢,t), t € R. Portanto, (1,1,1) é um
autovetor de M.

Logo uma base de autovetores da matriz M é

f={1,0,1),(1,2,0),(1,1,1)}.
c) Observe que o polinémio caracteristico da matriz A é

p(A) = (3= A) (ag2 — A) (az3 — A).

Portanto, 3 é uma raiz e 3 é um autovalor de A. Como o polinémio carac-
teristico deve ter uma tnica raiz (caso contrario existiriam no minimo dois
autovalores diferentes de A) temos que

Q29 = Q3,3 = 3.



A seguir calcularemos os autovertores associados ao autovalor 3.

3—-3 0 0 x 0
21 3—3 0 Yy = 0
0 as 2 3—3 z 0

Obtemos
az1y =0, az22z=0.

As solugbes deste sistema devem ser uma reta (caso contréario existiriam mais
de um autovetor linearmente independentes associados a 3). Portanto,

2.1 7& 0, as 2 7é 0.

Uma possibilidade é

O = W
= w O
w o O

d) Como (1,1,0) é um autovetor de B temos

1 0 1 1 1
=2 byy b3 1 —2+bz2 =A|1

—6 by, 0/ \0O —6+ b 0

Portanto, A =1 e

1 1
-2 + 62,2 = 1 bg 2 = 3 b3’2 = 6.
—6+ b3 0
Logo
1 0 1
B=1-2 3 bos
-6 6 0

Como a matriz nao possui inversa seu determinante é nulo. Portanto,

I 0 1
—2 3 b273 — —6 b2’3 + 6 — 0
-6 6 0

Logo by 3 = 1.



Outra forma de raciocinar é a seguinte. Como o determinante de B ¢
nulo temos que B nao possui inversa e portanto sua imagem é diferente de
R3. Esta imagem somente pode ser uma reta ou um plano. Como a imagem
contém os vetores

B(l) = (17 -2, _6) e B(J) = (07376)7

a Unica possibilidade é que a imagem seja um plano. De fato, o plano vetorial
gerado por estes dois vetores, ou seja o plano vetorial de vetor normal

(1,-2,-6) x (0,1,2) = (2, —2,1).

isto é
20 —2y+2z=0.

Temos que o vetor B(k) = (1, bs3,0) deve pertence a este plano, portanto

2—2bys =0,  bys=1.

3) Considere as bases 3 e v de R?

B = {(1’ 17 1)7 (170’ 1)? (17270)}7

~ = {(103,104, 105), (104, 105, 106), (105, 106, 108)}

e a transformacao linear T: R3 — R3 que verifica
T(1,1,1) = (3,2,3), 7(1,0,1)=(2,0,2), T7(1,2,0)=(1,1,1).
a) Determine a matriz [T]z de T na base (.
b) Considere a matriz [T, de T na base y. Determine o trago de [T7],.

c) Determine, se possivel, uma forma diagonal D de T. Caso nao exista,
justifique sua resposta.



Nota: as coordenadas dos vetores estao escritas na base canonica.

Resposta:

a) Escrevemos
g ={u=(1,1,1),us = (1,0,1),u3 = (1,2,0)},
e observamos que
o T(a)=T(1,1,1) = (3,2,3) = 2y +y s + 2 s,
e T(up) =T(1,0,1) = (2,0,2) = 2y,
o T(az) =T(1,2,0) = (1,1,1) = .

Portanto, a matriz de T na base 3 é

[T]s =

ISEENS
o NN O
S O =

Determinaremos x,y, z. Escrevemos

(3,2,3) =x(1,1,1) +y(1,0,1) + 2 (1,2,0),
e obtemos o sistema linear

3=z4+y+z 2=x+2z 3J=x+y.

Portanto (primeira equagdo menos a terceira) z = 0. Da segunda equagao
obtemos x = 2 e substituindo y = 1. Logo

b) Observe que
[T]’Y = Q_l [T]B Q7
onde () é a matiz de mudanca de base da base v para a base 3. Assim, as

matrizes [T, e [T]s sao semelhantes e, portanto, tém o mesmo traco. Este
traco é 24+ 240 = 4.



c) Para determinar a forma diagonal de T ¢é suficiente considerar a matriz
de T em qualquer base (por exemplo, na base ) e calcular seus autovalores
(que sao independentes da escolha da base) e autovetores (escritos na base
correspondente).

Determinamos o polinémio caracteristico de 7" usando a matriz [T,

2—-X 0 1
1 2=X 0|=-X(2-)N>~
0 0 -

Logo os autovalores sao 0 e 2 (multiplicidade 2). Para que exista uma forma
diagonal devem existir dois autovetores linearmente independentes associados
a 2. Calculamos (na base [3) estes autovetores:

2—-2 0 1 T
1 2—2 0 y| =
0 0 - z

o O O

Temos
z=0, x=0.

Portanto, os autovetores associados a 2 sao da forma
Ol_bl—i‘yﬂQ—i—O’l_Lg, y%O

Logo todos os autovetores associados a 2 sao paralelos a 1. Portanto existe
no maximo um autovetor linearmente independente associado a 2. Portanto,
nao existe uma forma diagonal de T



