P3 de Algebra Linear I — 2010.1

24 de junho de 2010.
Gabarito

Questao 1)

a) Sabemos que A; + Ay + A3 = trago(A) = 3+ 2+ 0 = 5. Também temos
A1 A2 A3 = det(A) = 4. Entao, com A = A3 = 1 temos o sistema 2x2:

)\1 + )\2 =4
A1 = 4.

Temos \; = 4— )\, e substituindo na outra eq., temos \3—4\y+4 = 0, equagao
do 20. grau tendo 2 como raiz dupla. Assim, polinémio caracteristico de A

é pa(z) = (1 —x)(x — 2)?, donde os autovalores sao 1 (simples) e 2 (duplo).

b) Para x = 1, resolvemos o sistema:

21 —1 T 0

2 1 —1|. |yl= |of,

2 2 —1 z 0
resultando nos autovetores t(1,0,2), para t # 0.

Para x = 2, resolvemos o sistema

1 1 -1 x 0

2 0 —1 yl = |of,

2 2 =2 z 0

resultando nos autovetores t(1,1,2), para t # 0.

(c) A nao é diagonalizdvel pois sé é possivel obter dois autovetores line-
armente independentes associados a cada autovalor distinto (por exemplo,
(1,0,2) e (1,1,2). Logo nao existe base de R?, constituida de autovetores de

A.



(d) Como T(1,1,2) = 2(1,1,2) e T(1,0,2) = (1,0,2), vem que (T(1,1,2))5 =
(2,0,0) e (7(1,0,2))3 = (0,1,0). Agora,
T(0,0,1) = (=1, —1,0) = a(1,1,2)+b(1,0,2)+¢(0,0,1) = (a-+b, a, 2a+2b+c),
e resolvendo o sistema:
a+b=-1
a=—1
20 +2b+c¢c=0
obtemos (7°(0,0,1))s = (a,b,c) = (—1,0,2).
Finalmente
2 0 —1
Tg=10 1 0
00 2
Questao 2)
a) Temos

I-X 0 3
psN)=| 0 6-X 0 =(6-N[(1—-X)?-9]=
3 0 1-X

(6 —A)(A% —2X = 8)(6 — N\)(A —4) (A +2).
Assim, hé tres autovalores distintos: 6, 4 e —2.

b) Sendo a matriz simétrica sabemos que é ortogonalmente diagonalizével.
Achemos os autovetores:
Para A = 6, resolvemos os sistema:

-5 0 3 T 0
0 0 0 yl = |of,
3 0 -5 2 0

resultando nos autovetores ¢(0, 1,0), para ¢t # 0.



Para A = 4, resolvemos os sistema:

-3 0 3 x 0

0 2 0 gyl = o],
3 0 =3 z 0

resultando nos autovetores t(1,0, 1), para ¢ # 0.
Para A = —2, resolvemos os sistema:

3 0 3 x 0
03 0 yl = ol
3 0 3 z 0

resultando nos autovetores ¢(1,0,—1), para t # 0.
Assim, uma base ortonormal de autovetores de B é

5= {(0,1,0), (1/v/2,0,1/v/2), (1/V2,0, ~1/v/2)}.
¢) Com a base acima, temos que B = M DM?*, onde:
0
0
-2

D=

Y

S O™
O =~ O

e M ¢é a matriz ortogonal de mudanca da base canonica para a base v, i.e.,

0 1/vV2 1/V2
M=1|1 0 0

0 1/vV2 —1/V2 |

Questao 3)

(a) FALSA: Como a matriz de T é simétrica, segue do teorema espectral

que existe base ortonormal de autovetores, de T', digamos {uy, us, u3}. Pelo
ﬁ

que foi dado, temos T(u;) = u; e T(u3) = T'(uz) = 0. Dado um vetor qq

— — —> — — — s X

u = ajui + asuz + agug, temos que T( W) = ajuq, logo trata-se de projegao

ortogonal sobre a reta cujo vetor diretor é uy, i.e., na direcdo de (1,1, 1).



(b) VERDADEIRA: Sabemos que {v7,v5} ¢ L.I. pois sdo autovetores
associados a autovalores distintos. Suponha que aT(v7)+bT(v5) = 0. Entio
al1 vy + bhavy = ﬁ, donde a\; = by = 0 o que implica que a = b = 0, uma
vez que A\; # 0 e Ay # 0. Logo {T(v1),T(vs)} é L.I.

(c) FALSA: Tome
0 —1
A= [1 ! } |
Entao A é ortogonal, pois A.A" = I, e tem polinomio caracteristico

-
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que nao tem raizes reais.



