P3 de Algebra Linear I — 2009.2

Gabarito

Questao 1)
Ache a inversa da matriz abaixo:
1 2 2
A=12 -1 1
1 3 2

Atencao: 1 erro na matriz inversa, perde 0.5 pto.; 2 erros perde
1 pto.; 3 ou mais erros zera a questao.

Resposta:
~5/3 2/3 4/3
At =1 -1 0 1
7/3 —1/3 —5/3
Questao 2)

Considere a transformacao linear S cuja matriz na base canonica é

2 1
-1 4)
(a) A transformacao S é diagonalizavel? Justifique.

(b) Ache, se possivel, uma base B de R? na qual a matriz de S é

(b 3)



Resolucgao:
a) O polinomio caracteristico de S é

2—-X 1
ps(A)z‘ 1 4_/\‘:>\2—6>\+9:(>\—3)Q.

Logo S possui um tnico autovalor duplo: A = 3. Calculamos os autove-
tores associados:

Le., sdo da forma (¢,t) = ¢(1,1), com t # 0. Logo, autoespago é uma reta
pela origem, donde nao existe uma base de autovetores de S, i.e., S nao é
diagonalizavel.

b) Para existir tal base B = {u, v}, deve-se ter S(u) = 3% e S(V) =
U +37. Podemos escolher ' = (1,1) e o vetor v = (,y) tem de satisfazer

ey e-0e

de onde se obtém que y = = + 1; ou seja vetores da forma (s,1 + s), com
s € R. Assim, por exemplo, a base procurada pode ser B = {(1,1),(0,1)}.

Questao 3)

Decida se as afirmacoes abaixo sao falsas ou verdadeiras.

(a) Para quaisquer matrizes ortogonais M e N tem-se que M + N é orto-
gonal.

(b) Toda matriz triangular é diagonalizavel.

(c) Toda matriz A nao-nula tal que A% = A possui um autovalor \ = 1.

Resolugao:



(a) Considere

w-(4 ). - (1)

M e N sao ortogonais (linhas/colunas formam base ortonormal) mas,

1+1/vV2  1/V2
M+ N =
* < “1VZ 1+1/42)°
nao é ortogonal. Logo afirmativa falsa.

(b) Considere a matriz triangular

11

0 1)°
Seu polindémio caracteristico ¢ p(\) = (1 — A)?, i.e., tem um tnico autovalor
duplo =1. Os autovetores sao da forma (¢,0), com ¢t # 0; logo esta matriz

nao admite base de autovetores, i.e., nao é diagonalizavel. A afirmacao é
portanto falsa.

(c) Como A é nao-nula, existe algum vetor w +# F, com w = A7),
é
U # 0. Agora,

W= A(V) = A7) = A(A(V)) = A(W),

. —_— ~ 7 d
ou seja w ¢é autovetor de A com autovalor um. A afirmacao é verdadeira.

Questao 4)

Counsidere a matriz
M=|-1 2 -1

Sabendo que A\; = 2 é um autovalor de M:

(a) Ache os outros autovalores Ay e A3.



(b) Ache (explicitamente) uma base ortonormal de autovetores de M.

(b) Ache (explicitamente) uma matriz diagonal D e uma matriz ortogonal
P tais que M = PDP".

Resolucao:

(a) Sabemos que
trago(M) =6 =24 Ay + A3
Também temos

det(M) =4 = 2)\2)\3.

Assim, temos o sistema:

/\2+)\3 :4
Dods = 2,

de onde tiramos 5
Mo+ —=4=)\—4)\+2=0.
A2
As rafzes desta eq. do 20. grau sdo 2 £ /2. Como )y, A3 aparecem
simétricamente na eq. acima, podemos tomar Ao = 2 4+1v2 ¢ A3 = 2 — /2
(ou na ordem trocada).

(b) Calculemos os autovetores de M:
Temos, para A\; = 2, o sistema,

0O -1 0 x 0
10 —-1]. |y]l= [o],
0 -1 0 z 0
logo y = 0 e x = —z, e os autovetores sao da forma (¢,0,—t) = ¢(1,0, —1),
para t # 0.
Para Ay = 2+ /2, temos o sistema:
V2 -1 0 T 0
-1 V2 -1 y| = 0],
0 -1 —V2 z 0



ou seja,

V2+y=0
T+V2y+z2=0
y+v2z=0.

Segue que x = z ey = —\/ﬁaz, e os autovetores sao da forma (t, —ﬂt,t) =
t(1,—v/2,1), com t # 0.

De maneira analoga, para A3 = 2 — V2 obtemos autovetores da forma
(t,\v/2t,t) = t(1,/2,1), com t # 0.

Note que {(1,0,—1),(1,—v2,1),(1,4/2,1)} é uma base de autovetores
ortogonais. Assim, uma base ortonormal de autovetores de M é

A={(v2/2,0,—v2/2),(1/2,-v2/2,1/2),(1/2,v2/2,1/2)}.
(c) Com relagao a base A, a matriz diagonal fica

) 0 0
D=0 2++2 0
0 0 242

A matriz de mudanga da base A para a base canonica é

V2/2 12 1)2
P= 0 —v2/2 Vv2/2],
—/2/2  1/2  1)2

que ¢ ortogonal pois suas colunas consistem dos elementos da base ortonormal
A. Por construcao M = PDP?!, uma vez que P~! = Pt




