P3 de Algebra Linear I — 2005.2

Data: 21 de novembro de 2005.

Gabarito

1)

(1.a) Considere a matriz

M:

— N =

2
1
1

DO =

Sabendo que (1,1,1) é um autovetor de M e que 1 é um autovalor de
M, escreva M da forma

M=PDP!,
onde D é uma matriz diagonal.

(1.b) Considere a matriz

1
0
1

S = N

1
Q=1 2
1

Determine uma forma diagonal C' de Q.

Resposta:

(1.a) Como ja sabemos que (1,1,1) é um autovetor de M, podemos deter-
minar seu autovalor associado calculando sua imagem por M:

1 21 1 4 1
211 1 1=14]|=411
11 2 1 4 1

Portanto, 4 é um autovalor de M.



Como o trago da matriz M é a soma dos seus autovalores (contados com
multiplicidade), e como ja sabemos que 1 e 4 sao autovalores de M, temos
que se A é o terceiro autovalor de M, se verifica

trago(M)=1+1+2=4=1+4+), A=-1L
Portanto, uma forma diagonal D de M é:

1 0 0
D=0 -1 0
0 0 4
Como M ¢é uma matriz simétrica podemos escolher a matriz P ortogonal
(portanto, P~! = P'). Observamos que P é uma matriz cujas colunas sao

autovetores unitarios associados a 1, —1 e 4, respectivamente.
Determinaremos os autovetores de 1,

1-1 2 1 x 2y + 2 0
2 1-1 1 y | = 20+ 2 =10
1 1 2—1 Z r+ytz 0

Portanto, os autovetores de 1 sdo da forma (t,¢,—2t). Um autovetor é
(1,1,-2).

Como a matriz M ¢ simétrica e (1,1,1) e (1,1, —2) sao autovetores as-
sociados a autovalores diferentes, temos que os autovetores associados a —1
devem ser ortogonais a (1,1,1) e (1,1, —2). Portanto, (1,1,1) x (1,1,—-2) é
um autovetor de —1. Podemos escolher (1, —1,0) como autovetor de —1.

Normalizando os autovetores acima, obtemos uma base ortonormal de
autovetores de M:

p= {(1/\/67 1/\/67 _2/\/6>; (1/\/57 1/\/57 0)7 (1/\/37 1/\/§> 1/\/5)

Portanto, a matriz P é

1 1 1

V2

Sl

pl=p=

S-Sl &=

S- wl- 5l
5l-

SISl S
Sl
sl- sl- %



(1.b) Observamos que ) é uma matriz simétrica. Portanto, ela é diago-
nalizavel, e para determinar suas formas diagonais é suficiente calcular seus
autovalores.

O polinomio caracteristico da matriz () é

1—A 2 1
2 1-X 0 | =(1-N1-A2=22)(1-N+1(—(1-N)
1 0 1—AX

=(1-N((1-XN?>-4-1)=

=(1-=XN)(A2=2)Xx—4).
Portanto, as raizes do polinomio caracteristico sao

2+ 4+ 16
A =1, A:%:H:\/B.

Portanto, uma forma diagonal C' de @) é

1 0 0
C=10 1++5 0
0 0 1-+5

2) Considere as matrizes

1/3 2/3 e —1/3 2/3 ¢
E= b 1/3 f |, F= m 1/3 r
c d g n p S

(2.a) Ache b, ¢, d, e, f e g para que E represente na base candnica um
espelhamento (ortogonal) com respeito a um plano.

(2.b) Determine a equagdo cartesiana do plano de espelhamento do item
(2.a).

(2.c) Ache m, n, p, q, r e s para que F represente na base canonica uma
rotacao.



(2.d) Determine cos(p), onde ¢ é o angulo da rotacao do item (2.c).

Resposta: Em primeiro lugar observemos o seguinte:

e Para que a matriz F represente uma espelhamento na base canonica
deve ser uma matriz simétrica, ortogonal e ter trago 1 (de fato, estas
condigdes caracterizam os espelhamentos em planos).

e Para que F' represente uma rotacao, ela deve ser ortogonal, nao simétrica
(excluimos as rotagoes de angulos 7 e 0 graus) e ter determinante igual
a 1 (como no caso anterior, estas condi¢oes caracterizam as rotagoes).

Portanto, em ambos os casos, os vetores colunas devem ser unitarios, assim
temos duas escolhas possiveis para d e p:

d,p=2/3 ou d,p=-2/3.

(2.a) Escolhemos primeiro d = 2/3. Como a matriz deve ser simétrica temos

1/3 2/3 e 1/3 2/3 e
E=| b 1/3 5 |=|2/3 1/3 2/3
c 2/3 ¢ c 2/3 g

Um espelhamento em um plano possui autovalores 1 (multiplicidade 2) e —1
(simples), logo tem trago igual a 1. Assim g = 1/3.

1/3 2/3 e 1/3 2/3 e
E={ b 13 f|=12/3 13 2/3
c 2/3 ¢ c 2/3 1/3

Finalmente, o primeiro vetor coluna deve ser ortogonal ao segundo, logo
¢ = —2/3. Por simetria, e = —2/3.

1/3 2/3 —2/3
E=| 2/3 1/3 2/3
—2/3 2/3 1/3

Veja usando o produto escalar que os vetores correspondentes a primeira e
terceira colunas sao ortogonais. Desta forma obtemos uma matriz ortogonal,
simétrica e com trago igual a 1.



A outra opgao para d é d = —2/3. Nesse caso, raciocinando de forma
absolutamente idéntica, obtemos usando a simetria e o trago

1/3 2/3 e
E=|2/3 1/3 —2/3
c —2/3 1/3

Neste caso a relagdo de ortogonalidade dos vetores coluna fornece ¢ = 2/3 e
e=2/3,
1/3 2/3  2/3
E=12/3 1/3 -2/3
2/3 —=2/3 1/3

Assim obtemos a segunda possibilidade para a matriz E.

Logo as duas repostas possiveis sao:

1/3 2/3 —2/3 1/3 2/3 2/3
E=| 2/3 1/3 2/3 ou E=|2/3 1/3 —2/3
—2/3 2/3 1/3 2/3 —2/3 1/3

(2.b) Para determinar o plano de espelhamento é suficiente calcular os au-
tovetores associados a 1. No caso da escolha d = 2/3 obtemos:

1/3—1 2/3 —2/3 x —2x+4+2y—2z2
2/3  1/3—-1 2/3 Y =:| 22-2y+2z |=
-2/3 2/3  1/3-1 z —2r+2y—2=z
—r+y—z 0
2
=3 T—y+z =10
—r+y—=z 0

Logo o plano é
m:x—y+z=0.

Outra possibilidade dado qualquer vetor nao nulo v o vetor E(v) — v é
normal ao plano de projegao. escolhendo v = (1,0,0) temos que E(v) =
(1/3,2/3,-2/3), logo

BE(v) —v = (1/3,2/3,-2/3) — (1,0,0) = (—2/3,2/3, —2/3).



E obtemos o mesmo plano.

Se escolhemos d = —2/3 obtemos:
1/3—-1  2/3  2/3 v 2z 42y +22
2/3  1/3—-1 —=2/3 Yy =3 | 20-2y—2z =
2/3 -2/3 1/3-1 z 20 —2y—2z
—r+y+z 0
:% rT—y—=z =10
T—Yy—=z 0

Logo o plano é
mix—y—z=0.

(2.c) Escolhemos primeiro p = 2/3. Observe que se escolhemos a matriz
sendo simétrica obteremos espelhamentos, logo devemos ensaiar com m =
—2/3.
—1/3 2/3 ¢
F=1 -2/3 1/3 r
n 2/3 s
Como o primeiro vetor coluna deve ser ortogonal ao segundo, n = 2/3.
—1/3 2/3 ¢
F=| -2/3 1/3 r
2/3 2/3 s
Agora, o terceiro vetor coluna deve ser ortogonal aos dois primeiros. Observe
que se fazemos

(q,r,s) = (—1/3,-2/3,2/3) x (2/3,1/3,2/3) = (—2/3,2/3,1/3)

obtemos uma matriz ortogonal de determinante igual a 1. Para isto é sufi-
ciente observar que

det(F)=(—-1/3,-2/3,2/3)-((2/3,1/3,2/3) x (—2/3,2/3,1/3)).
Pelas propriedades do produto misto,
det(F) =—(-2/3,2/3,1/3)-((2/3,1/3,2/3) x (—1/3,-2/3,2/3)) =
=(-2/3,2/3,1/3) - ((—1/3,-2/3,2/3) x (2/3,1/3,2/3)) =

= (—2/3,2/3,1/3) - (—2/3,2/3,1/3) = 1.



Logo quando p = 2/3 a resposta é

-1/3 2/3 —=2/3
F=| -2/3 1/3 2/3
2/3 2/3 1/3

Suponha agora que escolhemos p = —2/3, como o vetor deve ser ortogonal
ao segundo, teriamos

-1/3 2/3 ¢
F=| -2/3 1/3 r
-2/3 =2/3 s

Raciocinando como no caso anterior, temos

Assim obtemos a matriz

~1/3 2/3  2/3
F=|[ —2/3 1/3 -2/3
—2/3 —2/3 1/3

Como no primeiro caso, esta matriz possui determinante 1.
Logo as respostas possiveis sao

~1/3 2/3 —2/3 ~1/3 2/3 2/3
F=| -2/3 1/3 2/3 ow F=| —2/3 1/3 -2/3
2/3 2/3 1/3 —2/3 —2/3 1/3

(2.d) Para este item ¢ suficiente observar que matrizes semelhantes tém o
mesmo traco e que uma matriz de rotagao é semelhante a uma matriz da

forma
1 0 0

0 cosp —senp |,
0 senp cosy

onde ¢ é o angulo de rotacao. Portanto,

trago(F) =1/3=1+2cosy, cosp=—1/3.



3) Considere os vetores
Ulz(]-?lao)? UQZ(]-?OJ]-)? Vg = (07171)7

a base
6 = {U17U27U3}

e a transformacao linear
T:R® — R?, T(v) = (v-v1) v+ (v-v2) va.
(3.a) Determine a matriz da transformacao linear 7' na base (3.

(3.b) Determine explicitamente a matriz N de mudanga de base da base
canonica a base (3.

(3.c) Determine uma forma diagonal de 7.

Resposta:

(3.a) As colunas da matriz da transformacdo linear 7" na base [ sdo as
coordenadas dos vetores T'(vy), T'(vy) e T'(v3) na base [3:

T(vy) = (vi-v1)vr+ (v1-v2)ve =
= ((1, 1,0) . (1, 1, 0)) v + ((1, 1,0) . (1,0, 1)) Vg =

= 2v1 + V9

T(Ug) = (UQ . ’Ul) (%1 + (UQ . ’UQ) Vg =
= ((1,0,1) - (1,1,0)) v1 + ((1,0,0) - (1,0,1)) vy =
=+ 2112;

T(v3) = (v3-v1)vr+ (v3-v2) vy =
=((0,1,1)-(1,1,0)) v + ((0,1,1) - (1,0,1)) vy =
= V1 + V9.

Portanto, a matriz de T' na base 3 é

[T =

O~
oo -
O =



(3.b) A matriz de mudanga de base da base 3 a base canonica é

O = =
[T e J St
—— O

Portanto a matriz N é .

110
1 01
011

Calcularemos esta inversa usando o método de Gauss.

110 100 1 1 0 1 00
10 1 010 |, 0 -1 1 ~110 |,
0 1 00 1 0 1 1 0 1
110 1 00 110 1 00
00 2 -1 11|, 01 1 0 01|,
011 0 0 1 00 2 -1 11

110 1 0 0

011 o o0 1 |,

00 1 ~1/2 1/2 1/2

110 1 0 0

010 12 —-1/2 1/2 |,

00 1 ~1/2 1/2 1/2

100 12 1/2 —1/2

010 12 —1/2 1/2

00 1 ~1/2 1/2  1/2

Portanto, a matriz procurada é:
/2  1/2 -1/2

12 —1/2 1/2
~1/2 1/2  1/2

(3.c) Para determinar uma forma diagonal de T é suficiente calcular os
autovalores de T, e estes nao dependem da base (a matriz de T' na base



canonica é semelhante a matriz de T na base [ e matrizes semelhantes tém
os mesmos autovalores). Portanto, podemos usar a matriz de 7" na base £.

2—-\ 1 1
I 2=X2 1 ]|==2(2-A)*=1)=-A\—4)+3).
0 0 A

Portanto, os autovalores sao:

12 1/2 —1/2 —
12 —1/2 1/2 | .A=0, yo2EVIE12

12 12 12 2

Logo os autovalores sao 0,3, 1 (isto é compativel com o trago ser igual a 3).
Portanto, uma forma diagonal é:

o O O
o = O
w o O



