P3 de Algebra Linear I — 2004.2
Data: 19 de novembro de 2004.

Gabarito

1) Considere a transformacao linear A: R* — R3 cuja matriz na base canonica
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(a) Determine os autovalores de A e suas multiplicidades.

(b) Para cada autovalor A de A determine o niimero méximo de autovetores
linearmente independentes que existem e mostre um conjunto de tais
autovetores.

(c) Decida se A é diagonalizavel. Em caso afirmativo determine uma forma
diagonal D de A.

(d) Encontre, se possivel, uma base 3 = {v1, v2,v3} tal que a matriz de A
na base 0 seja

[Alg =

O =
)

0
0
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Resposta: O polinomio caracteristico de A é:

—-A 1 0
SLI-A 1| = (A=) -0 - (1R - N+ 1) =
-1 0 2—A

=(=A0) (N =3A+2)+1-)=
=N 43N -3\+1=(1-)N)>3



Portanto, 1 é o tnico autovalor que tem multiplicidade 3.

Para determinar os autovetores de 1 devemos resolver o sistema:

0-1 1 0 x 0
-1 1-1 1 y | =120
-1 0 2—1 z 0

Ou seja, o sistema
—r4+y=0 —zx+2=0, —z+2=0.

As solugoes sao da forma (¢,t,t), t € R. Portanto, somente é possivel encon-
trar um autovetor linearmente independente. Por exemplo, (1,1,1).

A matriz nao é diagonalizavel: nao existe uma base de autovetores.
Procuramos uma base = {u, v, w} tal que
Alu) =u+v, AW)=v+w, Aw)=w.

Portanto, w é um autovetor de A associado a 1. Podemos escolher (1,1, 1).
Portanto,
Alw)=v+(1,1,1).

Em coordenadas temos v = (z,y, z) (na base candnica):

0 10 x T 1
-1 1 1 Y = y |+ 1
-1 0 2 z z 1

Obtemos o sistema
y=x+1, —xrx4+y+z=y+1, —c+2z=z+1.
Ou seja,
—zr+y=1 —-z+z2z=1 —ax+z=1.

Podemos escolher o vetor v = (0,1,1).
Finalmente,
Alu)=u+v=u+(0,1,1).



Em coordenadas temos u = (x,y, z) (na base canonica):

0 10 T T 0
-1 1 1 Y = y |+ 1
-1 0 2 z z 1

Obtemos o sistema
y=x+0, —ar+y+z=y+1, —a+2z2=z+1.

Ou seja,
—r+y=0, —z+z=1 —ax+z=1.

Podemos escolher o vetor v = (0,0, 1).

Portanto,
B =14(0,0,1),(0,1,1),(1,1,1)}.
Verifique
A(0,0,1) =(0,1,2)=(0,0,1)+ (0,1, 1),
A(0,1,1) =(1,2,2)=(0,1,1)+ (1,1, 1),
A(L,1,1) =(1,1,1).

(2) Considere as bases de R?
ﬁ = {(1/\/67 1/\/67 2/\/6)7 (1/\/37 1/\/§> _1/\/5)7 (1/\/§> _1/\/§> 0)}7
v={(1/3,2/3,2/3),(2/3,-2/3,1/3)(2/3,1/3,—2/3)}.

Determine:

(a) A matriz M de mudanga de coordenadas da base canonica para a base

B.
(b) As coordenadas do vetor (1,2, 3) na base 3.

(c) A primeira coluna da matriz de mudanca de coordenadas da base 3
para a base 7.



Resposta: A matriz N de mudanca de coordenadas base 3 para a base

canonica é 1/\/6 1/\/§ 1/\/§
N=|[ 1/V/6 1/v/3 —1/V2
2/vV/6 —1/v/3 0

Portanto, M = N~'. Como N é uma matriz ortogonal (as colunas sdo vetores
de uma base ortonormal de R?) temos que M = N, isto é,

1/V6 1/vV6  2/V6
M= 1/V3 1/V/3 -1/V3
1/vV2 —1/vV2 0

Para determinar as coordenadas de (1,2, 3) na base  podemos usar dois
métodos. Primeiro aplicar a matriz de mudanca de coordenadas da base
canonica para a base (3

1/vV6 1/v6  2/6 1 9/v6
1/vV3 1/v/3 —1/V3 2 | = 0
1/vV2 —1/vV2 0 3 —1//2

Outra possibilidade é observar que se (1,2,3)s = (a, b, ¢) entao
(1,2,3) = a (1/V6,1/vV6,2/V6)+b(1/V3,1/V3, —1/V3)+c (1/v2, —1/v/2,0).
Como a base é ortonormal, se verifica:

(17273) ’ (1/\/671/\/672/\/6) - 9/\/6: a,
(1,2,3)- (1/v/3,1/4/3,-1/4/3) =0 = b,
(1,2,3) - (1/v/2,-1/3/2,0) = —1/v/2 =c.

Portanto,
(1,2,3)5 = (9/V6,0, —1/V2).
Para determinar a mudanca de coordenadas da base (3 para a base -~y

efetuaremos os calculos em duas etapas:

e Determinaremos a matriz de mudanca de coordenadas da base 3 para
a canonica, esta matriz ¢ N.



e Determinaremos a matriz de mudanca de base da base candnica para
a base v, esta matriz é

1/3 2/3 2/3
P=|2/3 -2/3 1/3
2/3 1/3 —2/3

e A matriz procurada é

/3 2/3 2/3 1/V6 1/V3  1V2
PN = 2/3 -2/3 1/3 1/V6 1/V3 —1/V2
2/3 1/3 -2/3 2/V/6 —1/v/3 0

A primeira coluna da matriz é:

7/3/6
2/3/6
—1/3v6

(3)

(a) Considere a matriz

1/3 b e
P=| -1/3 ¢ f
a d 1/3

Determine a,b,c,d,e e f para que a matriz P represente, na base
canonica, uma projecao ortogonal em uma reta paralela a um vetor da
forma (t,1,1) para certo t € R.

(b) Considere a matriz

2/3 n 7
E=11/3 p s
m q —1/3

Determine m,n, p,q,r e s para que a matriz E represente, na base
canonica, um espelhamento em um plano.



(c) Determine o plano de espelhamento do item (b).

Resposta: Para determinar a matriz P observe que:

1. P(i) = (1/3,—1/3,a) deve ser paralelo a (¢, 1, 1). Portanto (1/3,—1/3,a) =
A(t,1,1). Logo A = —1/3. Portanto, a = —1/3.

2. Como P é simétrica: b= —1/3 ee=—1/3.

3. Como (—1/3, ¢, d) deve ser paralelo a (1/3,—1/3,—1/3), temos ¢ = 1/3
e d =1/3. Logo, por simetria, f = 1/3.

4. Confira que a matriz tem trago igual a 1.

Portanto,
1/3 —-1/3 —1/3
pP=1| -1/3 1/3 1/3
-1/3 1/3 1/3

Para determinar a matriz E observe que:

1. A matriz E deve ser ortogonal. Portanto, m = +2/3. Escolhamos
m=2/3.

2. Como E ¢ simétrica: r =2/3 en =1/3.

3. Como E é ortogonal, s = —2/3 (as colunas primeira e terceira devem
ser ortogonais). Portanto, como E é simétrica, ¢ = —2/3.

4. Finalmente, como o trago de E é 1, deveremos ter p = 2/3 (veja que o
resultado é uma matriz ortogonal).

Portanto,
2/3 1/3  2/3
E=11/3 2/3 -2/3
2/3 —2/3 —1/3

Para calcular o plano m de espelhamento temos duas possibilidades: ver
que se v nao é um vetor do plano 7 entdo A(v) — v é um vetor ortogonal ao
plano de espelhamento. Escolhendo v = (1,0,0) temos

E(1,0,0) = (2/3,1/3,2/3) — (1,0,0) = (—1/3,1/3,2/3).



Ou seja o plano é
r—y—2z=0.
Verifique que E(—1/3,1/3,2/3) = —(—1/3,1/3,2/3).

Outra solugao é encontrar os autovetores associados ao autovalor 1:

2/3-1 1/3 2/3 x 0
/3 2/3—-1 —2/3 y 0|,
2/3 —2/3 -1/3-1 2 0

ou seja,
—x/3+y/3+22/3=0, z/3—y/3—-22/3=0, 22/3—-2y/3—42z/3=0,

obtendo o mesmo resultado que anteriormente.

(4) As matrizes M e N a seguir representam, na base canonica, cisalhamen-
tos, multiplicagoes por um escalar, projecoes ortogonais em retas ou planos,
espelhamentos em retas ou planos, rotagoes, ou composicoes destas trans-
formacoes lineares.

Determine de que tipo de transformacao linear se trata em cada caso.
Quando a transformagao linear (ou a composicao) envolver projegoes, de-
termine o plano ou a reta de projecao. Quando envolver espelhamentos,
determine o plano ou a reta de espelhamento. Quando envolver rotacoes,
determine o eixo e o cos @ do angulo a de rotacao.

(a)

Sls 5l
S-Sl Sl
S-Sl &L

o O =
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(b)

1 =2 0 1 1 -1
V3 Vo 3 VB V3
1 0 0
1 1 1 -2 1 -1
M-| o = — 10 || = = =
V3 V6 V2 V6 V6 V6
0O 0 0
-1 -1 1 o - L
V3 V6 V2 V2 V2
Lembre que
1 0 0 1 00 1 0 0
0 -1 0)]=101P0 0 -1 0
0 0 O 0 00 0 0 1
Resposta: Observe primeiro que se
A= PDP?,

onde P é uma matriz ortogonal e D é uma matriz diagonal, os autovalores
de A sao os elementos da diagonal e os autovetores sao os vetores coluna de
P (onde o k-ésimo vetor coluna ¢ o autovetor associado ao k-ésimo elemento
da diagonal). Portanto:

e osautovalore de M sao (—1) simples, cujo autovetor associado é (—2,1, —1),
e 1 de multiplicidade dois, cujos autovetores associados sao (por exemplo)
(1,1,—1) e (0,1,1). Portanto, M representa um espelhamento no plano
20 —y+2=0.

e Considere a base formada pelos vetores coluna da matriz P,
6 = {U = (1/\/57 1/\/57 _1/\/3)7

v= (_2/\/67 1/\/67 _1/\/6)7
w=(0,1/v2,1/V/2)}.

A matriz de N na base (3 é

1 0
[Njg=( 0 -1
0 0

o O O



Temos,

1 0 0 100 1 0 0
Nlg=[0 =10 |=[010 0 -1 0
0 0 0 00 0 0 0 1

Portanto, N é a composicao das transformacoes lineares A e B cujas matrizes
na base 3 sao:

100 1 0 0
As=[010], [Bz=|0 -10
00 0 0 0 1

Observe que
e A representa uma projecao ortogonal no plano de vetor normal w,
e B representa um espelhamento no plano de vetor normal v.

Portanto, N representa o espelhamento no plano 2x — y + z = 0 seguido de
uma projecao ortogonal no plano y + z = 0.



