P3 de Algebra Linear I — 2003.1
Data: 18 de junho de 2003.

1) Decida se cada afirmagao a seguir é verdadeira ou falsa e marque com
caneta sua resposta no quadro abaixo. Atencao: responda todos os itens,
use "IN = nao sei” caso vocé nao saiba a resposta. Cada resposta certa
vale 0.3, cada resposta errada vale —0.2, cada resposta N vale 0. Respostas
confusas e/ou rasuradas valerdo —0.2.

Itens | V| F | N
l.a F
1.b F
lc |V
1d |V
le |V
1.f F
l.g F
1.h |V
1.1 F
1.] F

1.a) Seja A uma matriz simétrica 3 x 3 cujo determinante é zero e cujo
traco é 2, entdo A representa uma projecao ortogonal em um plano.

Falso: Considere por exemplo as matrizes

2 00 2 0 0
A=10 0 0 |, A=10 -3 0
000 0 0 0



1.b) O produto de duas matrizes simétricas é uma matriz simétrica.

Falso: Considere, por exemplo, os produtos
1 2 01y (23 1 0 01Y) (01
2 1 1 1) \13)° 00 10/ \0O0)"°

1.c) A inversa de uma matriz é uma matriz simétrica.

Verdadeiro: Uma matriz simétrica esta caraterizada pela propriedade de ter
uma base ortogonal de autovetores. Como uma matriz e sua simétrica tém os
mesmos autovetores, a inversa de uma matriz simétrica também possui uma
base ortogonal de autovetores (a mesma da matriz A), portanto é simétrica.

1.d) A matriz

959535 666666 T
A= 666666 888888 999999
TrTTTT 999999 1111111111111

é diagonalizavel.
Verdadeiro: A matriz A é uma matriz simétrica, portanto diagonalizavel.

1.e) A matriz
2222 3333 5555
A= 4444 6666 11110
6666 9999 16665

tem autovalores 0 (de multiplicidade 2) e 2222 4+ 6666 + 16665 = 25553.

Verdadeiro: Como as linhas da matriz sdo proporcionais (a segunda linha é
obtida multiplicando por dois a primeira, e a terceira linha é obtida multipli-
cando por trés a primeira), o determinante é nulo. Como o determinante é o
produto dos autovalores (contados com multiplicidade), existe um autovalor
nulo. Os autovetores associados a 0 sao os vetores nao nulos do plano

222x + 333y + 5552 =0,

ou seja, ha dois autovetores l.i. associados ao autovalor 0, e portanto a
multiplicidade de 0 é no minimo 2. Nao pode ser 3. pois em tal caso o



traco da matriz seria nulo, ou seja, a multiplicidade de 0 é 2. Logo falta
por determinar um autovalor, para isso usamos que a soma dos autovalores
contados com multiplicidade é o trago, temos que, se A é o terceiro autovalor,

0+ 0+ A= 2224666 + 16665 = 25553,

0 que prova a afirmacao.

1.f) Seja A uma transformagao linear ortogonal de R, entdo, para todo
par de vetores v e w de R?, se verifica

A(v) x A(w) = v x w.

Falso: Considere o espelhamento A no plano XY (ou seja, de vetor normal
k). Temos

A(i) x Ak) =ix (k) =—-ix k #ixk,
ou seja A(i) x A(k) #1ix k.

1.g) Duas matrizes 2 X 2 com o mesmo polinémio caracteristico, 0 mesmo
trago e o mesmo determinante sao semelhantes.

Falso: Considere as matrizes

(1) 5(39),

det(A) =det(B) =1, tr(A)=tr(B) =2,

Temos

e os polinomios carateristicos sao ps(A) = pp(\) = (1 — \)2

1.h) Seja A uma matriz simétrica 3 x 3 cujo determinante é 15. Suponha
que 1 e 3 sao autovalores de A. Entao o trago de A é 9.

Verdadeiro: Seja o o terceiro autovalor de A (como a matriz é simétrica
tal autovalor é real). O determinante é igual ao produto dos autovalores,
portanto,



Como o trago é a soma dos autovalores,

1+3+5=0.

1.i) Considere a matriz

1/vV3 1/V/6  1/V2
A= 1/v3 2V —1/va |.
1/vV3 1/V/6 0
como os vetores coluna sdo unitarios e o primeiro vetor (1/v/3,1/+/3,1//3) é

ortogonal aos outros vetores coluna (1/v/6, —2/v6,1/v/6) e (1/v/2,—1/1/2,0)

a matriz A é ortogonal.

Falso: Para a matriz ser ortogonal todos os vetores coluna devem ser orto-
gonais, mas os vetores coluna segundo e terceiro nao sao ortogonais:

(1/v6,—2/V6,1/V6) - (1/v2,~1/V/2,0) = 3/V12 # 0.

1.j) Sejam A, B e C matrizes 3 x 3 simétricas ndo nulas tais que os
AB = AC, entao B =C.

Falso: Considere a matriz A de uma projecao ortogonal em um plano. Con-
sidere B = Id e C' = A, entao

AB=A(Id) = A= A2 = AC.

2) Escolha qual das afirmagoes a seguir é a verdadeira e marque com
caneta sua resposta no quadro abaixo. Atencao: responda todos os itens,
use "IN = nao sei” caso vocé nao saiba a resposta. Cada resposta certa vale
0.5, cada resposta N vale 0, cada duas respostas erradas o aluno perde —0.1
pontos. Respostas confusas e/ou rasuradas valerao —0.1.

2.1) A matriz A

A=

SR
ol

|
ol
_= o O

Shslsh-
Shslsh-
Shsl-sh-
SlLslsh
Sl



representa
(a) O espelhamento no plano z + y = 0.
(b) O espelhamento no plano z —y — 2z = 0.
(c) O espelhamento no plano x —y + z = 0.
(d) O espelhamento no plano z —y — 2z = 0.
(e) A projecao ortogonal no plano z + y = 0.
(f) Uma rotacdo de angulo 7/4 e eixo de rotagdo a reta (t,t,0), ¢t € R.
(g) Uma rotagio de angulo 7/4 e eixo de rotagdo a reta (¢, —t, —2t), t € R.
(h) Uma rotagao de angulo 7/4 e eixo de rotacao a reta (¢,¢,0), t € R.
(i) Uma rotagao de angulo 7/4 e eixo de rotagao a reta (t,—t,t), t € R.

(J) Nenhuma das opgdes acima é verdadeira.

Itens|a |b|c|d|e |f|g|h|i|j|N
2.1 X

Resposta: A matriz A é semelhante & matriz

V2 V2
D) p)
2 2
0 0 1

que representa uma rotacdo. Portanto, as opgoes (a)—(e) estdo descartadas.

Observe que A = PRP~! = PRP?, onde P é uma matriz ortogonal. In-
terpretando P como uma matriz de mudanca de base, temos que R representa
a matriz de A na base ortonormal

{(1/V2,1/v2,0), (1/V6,—1/v6,—2/V6), (1/V3,—1/V3,1/V/3)},



o seja, A é uma rotacdo de eixo (¢, —t,t) e angulo 7/4 (opcdo (i)).

Para fazer as eliminagoes v. poderia raciociar como segue, as matrizes A
e R sdo semelhantes, portanto tém o mesmo traco, ou seja 1 + v/2. Como
projecoes em planos tém traco 2 e espelhamentos em planos trago 1, estas
opcoes estao eliminadas.

2.2) A matriz B

1 1 1 1 1
i ivivi\(100\({xn w0
B=| L = =L 000 1 =1 =2
0 % »/\00 AV
representa

(a) O espelhamento no plano z + y = 0.

(b) O espelhamento no plano z —y — 2z = 0.

(c) O espelhamento no plano z — y + z = 0.

(d) A projecdo ortogonal no plano x —y + z = 0.

(e) A projecao ortogonal no plano z + y = 0.

(f) A projecao ortogonal no plano x — y — 2z = 0.

(g) A projegdo ortogonal no plano % i % y— % 2z =0.

(h) O espelhamento no plano x 4+ y = 0 seguido da projegao ortogonal no
plano x —y +z = 0.

(i) A transformacdo T'(u) = u x v, onde v = (1/v/2,1/1/2,0).

(§j) Nenhuma das opg¢oes acima é verdadeira.

Itens|a |b|c|d|e |f|g|h|i|j|N
2.2 X




Resposta: A matriz B é semelhante a matriz

D =

o O =
o O O
_— o O

que representa uma projecao em um plano. Portanto, as opgoes (a)—(c) e
(h)—(i) estao descartadas.

Observe que A = PRP™!, onde P é uma matriz ortogonal. Interpretando
P como uma matriz de mudanca de base, temos que D representa a matriz
de A na base ortonormal

{(1/\/5’ 1/\/57 O)a (1/\/6’ _1/\/67 _2/\/6)7 (1/\/3’ _1/\/57 1/\/5)}:

o seja, A é uma projecio no plano de vetor normal (1/v/6, —1/v/6, —=2//6),
ou seja, no plano x — y — 2z = 0, (opgao (f)).

Para fazer as eliminagOes v. poderia raciociar como segue, as matrizes
B e D sao semelhantes, portanto tém o mesmo trago, ou seja 2. Como
espelhamentos em planos tém traco 2 e espelhamentos em planos traco 1,
estas opgoes estao eliminadas. A possibilidade (i) estd eliminada, pos T nao
¢é diagonalizavel.

2.3) A matriz C

1T 1 1 1 1
i e vi\ (0 00\ 0
C:L;l;l 0 -1 0 1 -1 =2
ve Vg Vo Vb e
0 % u 00 1 i AV
representa:

(a) O espelhamento no plano z + y = 0.
(b) O espelhamento no plano z —y — 2z = 0.

(c) A proje¢ao ortogonal no plano z + y = 0 seguida do espelhamento no
plano x —y — 2z = 0.

(d) O espelhamento no plano z —y — 2z = 0.

(e) A projecio ortogonal no plano z + y = 0.
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(f) A projecgao ortogonal no plano x — y + z = 0 seguida do espelhamento
no plano r —y — 2z = 0.

(g) A projecao ortogonal no plano z —y + z = 0.

(h) A projecédo ortogonal no plano z —y — 2z = 0 seguida do espelhamento
no plano z +y = 0.

(i) A transformacio T'(u) = u x v, onde v = (1/v/2,1/+/2,0).

() Nenhuma das opgoes acima é verdadeira.

Itens|a |b|lc|d|e |f|g|h|i]|j|N
2.3 X

Resposta: A matriz C' é semelhante a matriz

0 0 O
D=0 -1 0 |,
0 0 1
observando que
0 0 O 1 0 0 0 00
D=|0 -1 0 })=10-10 010},
0 0 1 0 0 1 0 01

temos que D representa uma projecao em um plano seguida de um espalha-
mento. Portanto, as opgoes (a),(b),(d),(e),(g) e (i) estao descartadas.

Observe que A = PDP~!, onde P é uma matriz ortogonal. Interpretando
P como uma matriz de mudanca de base, temos que D representa a matriz
de A na base ortonormal

{(1/V2,1/V/2,0), (1/V6,-1/V6,-2/V6), (1/V3, —-1/V3,1/V3)},

o seja, A é uma projecdo no plano de vetor normal (1/v/2,1/v/2,0) (o plano
z+y = 0) seguida de um espelhamento no plano z —y — 2z = 0, (opgéo (c)).
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Para fazer as eliminacgoes v. poderia raciociar como segue, as matrizes C
e D sao semelhantes, portanto tém o mesmo traco, ou seja 0. Como espe-
lhamentos e projecoes em planos tém traco diferente de 0, estas opcoes estao
eliminadas. A possibilidade (i) esta eliminada, pos T nao é diagonalizavel.

2.4) A matriz D

2 -1 -1
D=| 2 -1 -2
0 0 1

representa:
(a) A projecao ortogonal no plano z + y = 0.
(b) A projecao ortogonal no plano —z — 2y + z = 0.

(c) A proje¢ao ortogonal no plano z + y = 0 seguida do espelhamento no
plano —x — 2y + 2z = 0.

(d) A projecao ortogonal no plano x —y — z = 0.

(e) A projecao no plano x — y — z = 0 na diregao do vetor (1,2, 0).

(f) A projecao no plano x — y — z = 0 na diregdo do vetor (1, 1,0).

(g) O espelhamento no plano z — y — z = 0 na dire¢ao do vetor (1,2,0).
(h) Uma projecao na reta de equagoes cartesianas z+y = 0 e —z—2y+z = 0.

(i) A projegao na reta de equagoes cartesianas (t,t,0), ¢ € R na dire¢ao do
vetor (—1,—2,1).

(j) Nenhuma das opgoes acima ¢é verdadeira.

Itens|a |b|c|d|e |f|g|h|i]|j|N
2.4 X




Resposta: A matriz D tem traco 2 e determinante nulo. Assim projecoes
em retas (traco 1) e espelhamentos (traco 1 e determinante nulo) estao eli-
minados (opgooes (g)—(i)).

Como a matriz nao é simétrica, as projecoes ortogonais estao descartadas
(opgoes (a)—(d)).

Portanto, somente temos as opcoes (e) e (f). Na op¢ao (f), deveriamos
ter D(1,1,0) = 0, mas D(1,1,0) = (1,1,0). Portanto, (f) estd eliminada.

Na opgao (e), deveriamos ter D(1,2,0) = 0 (o que de fato acontece) e
dois vetores li. do plano x — y — z = 0, por exemplo (1,1,0) e (1,0,1),
transformados neles préprios, o que de fato acontece (verifique). Portanto, a
opcao (e) é a verdadeira.

3) Seja R uma rotagio de R® de 45 graus e eixo a reta (at, bt, ct), t € R,

e P uma projecao ortogonal em um plano 7 contendo o eixo de rotagao de
R.

3.a) Determine os autovalores da transformacao linear P o R.
3.b) Determine dois autovetores linearmente independentes de P o R.

3.c) Estude se P o R é diagonalizdvel e em caso afirmativo determine uma
forma diagonal de P o R.

Dica: escreva as tranformacoes lineares em uma base conveniente, por exem-
plo, em uma base ortonormal contendo o vetor diretor do eixo de rotacao e
um vetor do plano de projecao...

Resposta: Considere uma base ortogonal formada pelo vetor diretor v do
eixo de rotacao, o vetor diretor w da reta obtida como intersecao do plano
de projecao m e o plano p de vetor normal v, e um terceiro vetor £ = v X w.
Os vetores w e ¢ geram o plano p de vetor normal v, e £ é o vetor normal do
plano de projecao 7. Na base # = {v, w, £} temos que que as matrizes de P
e R sao:

1 0 0
CRs={ 0 V22 —v2)2
0

1
[Plg=1 0
0 V2/2  V2/2

o = O
o O O
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Portanto, a matriz de P o R na base (3 é

100 1 0 0 1 0 0
010 0 v2/2 —v2/2 | = 0 v2/2 —/2/2 | =A.
000 0 V2/2 V2/2 0 0 0

Portanto, a matriz A é semelhante & matriz de P o R, logo tém os mesmos
autovalores. Como a matriz é triangular, seus autovalores sdo 1,1/2/2 e 0.
Como os trés autovalores sao distintos, seus autovetores sao l.i. e formam
uma base. Portanto, P o R é diagonalizavel e sua forma diagonal é

1 0 0
0 v2/2 0
0 0 0

Finalmente, para determinar dois autovetores li. de P o R, vocé pode
raciocinar geometricamente ou observar, usando a expressao de Po R na base

B,

1 0 0
[PoRlg=| 0 v2/2 —/2/2
0 0 0

que
[P © R]ﬁ(la 0, O)ﬂ = (1’ 0, 0),3’ [P © R]ﬂ(oa L, O)ﬂ = (07 \/5/2’ O)ﬁa

como (1,0,0)s =v e (0,0, 1)3 = w, obtemos os dois autovetores 1.i.

O raciocinio geométrico é o seguinte, considere o vetor diretor do eixo de
rotagdo, como R(v) = v, Po R(v) = P(v), como v estd no plano de projecao,
P(v) = v, logo P o R(v) = v. A respeito do vetor w observe que P o R(w) é
paralelo a w (faca uma figura).

4) Considere a matriz

2 0 0
A= 4 -4 =2
-2 12 6

a) Determine os autovalores de A.
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b) Determine uma base 3 de autovetores de A.

c) Determine a matriz de A na base .

d) Encontre, se possivel, uma forma diagonal de A.
e) Encontre uma matriz P tal que A = PDP~!.

f) Interprete P.

Resposta: O polinomio caracteristico de A é:
B=A)((—4=N)(6—-X1)+24) = (5—)\)(—24+)\2_2)\+24) =6B-N)AN)(A-2).
Portanto, os autovalores sao 5, 0 e 2.

Para obter autovetores resolvemos os sistemas:

e (A —-5I)X =0, que fornece os autovetores associados a 5, os vetores
da forma (1t,0,2t), t # 0,

e (A)X = 0, que fornece os autovetores associados a 0, os vetores da
forma (0, 1t, —2t), t # 0,

e (A—2I)X = 0, que fornece os autovetores associados a 2, os vetores
da forma (0, 1t, —3t), t # 0.

Portanto, uma base 3 de autovetores de A é
{(1,0,2),(0,1,-2),(0,1,-3)}.

Uma forma diagonal de A é

D=

S O Ot
o O O
N OO

De fato, esta matriz é a matriz de A na base (.

A matriz P é

1 0 O
P=10 1 1
2 -2 -3
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A matriz P representa a mudanca de base da base (3 a base canonica.

5) Seja A uma transformagao linear de R?> em R? tal que a matriz de A

na base canonica é simétrica e tem determinante zero e trago 2. Sabendo que
A(1,1) = (0,0):

(5.a) Determine os autovalores de A.
(5.b) Determine uma base de autovetores de A.

(5.c) Determine a matriz A.

Resposta: Um autovalor de A é 0 (pois A(1,1) = (0,0) = 0(1,1)). O
traco de A é 2, e como ele é igual & soma dos autovalores (contados com
multiplicidade) de A, se A é o outro autovalor de A, temos:

0+A=2, A=2.

Como A é simétrica, os autovetores de A associados a 0 e 2 sao ortogo-
nais, portanto, os autovetores associados a 2 sao ortogonais a (1, 1), logo um
autovetor associado a 2 é (1, —1). Portanto, uma base de autovetores de A é

Finalmente, para determinar a matriz de A escrevemos A na base orto-

normal 3 de autovetores {(2/v/2,2/v2), (2/v2,—2/v/2)},

A= (g 5)

Portanto, é suficiente considerar a matriz P ortogonal de mudanc¢a da base

8 & canénica
r=(Vh Vih)

R — P[A];P~" = P[A];P! =

=(m V) (6 2) (V3 Ve

_(V2/2 —V2/2 0 0\ (1 -1

“\WV2/2 v2/2 ) \—Vv2 v2) \-1 1)°
Verifique que a matriz A esta certa (o resultado é coerente: simétrica, trago
2 e determinante nulo).
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