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Gabarito

1) Estude a veracidade das seguintes afirmagoes.
1.a) Seja 3 = {uy,us,u3} uma base de R?. Entao
v = {uy + ug + us, us + 2us — uz, 2uy + ug + 6us}
é uma base de R3.

1.b) Sejam p e 7 dois planos nao paralelos de R* que contém a origem (ou
seja, os planos se interceptam em uma reta). Sejam « = {v;,v2} uma
base de m e 7 = {wy, wo} uma base de p. Entdo € = {vy, vo, wy} é uma
base de R®.

1.c) Existe uma tinica transformagéo linear 7: R®* — R? tal que
T(u+w) =T(u) + 2T (w),

para todo par de vetores u e w.

Resposta:

(a) Verdadeiro: Escrevemos
Wy = Uy + Ug + U3, Wy = Uy + 2Us — U3z, w3 = 2uy + Uy + 6us.

Como temos trés vetores wy, ws, ws em R*, eles formam uma base se, e so-
mente se, sao linearmente independentes. Consideremos uma combinacao
linear dos vetores w;, w2, w3 dando o vetor 0. Se a tinica c.l. possivel é a tri-
vial, entdo os vetores sdo l.i. (e portanto formam uma base), caso contrério,
sdo l.d. (e portanto, nao formam uma base). Escrevemos,

aw, +bwy + cws =0,



que ¢é equivalente a
a(uy + ug + uz) + b (ug + 2uy — uz) + ¢ (2uy + up + 6usz) = 0,
ou seja,
(@+b+2¢)us + (a+2b+c)us+ (a — b+ 6¢) ug = 0.
Como os vetores uq, us, u3 sao linearmente independentes,
a+b+2c=0, a+2b+c=0, a—b+6c=0.

Ou seja, devemos resolver o sistema acima para encontrar as solugoes. Temos,
da primeira e da segunda equagoes,

Portanto, substituindo,
a+3c=0, a+5c=0.

Logoc=0ea =0. Também b = 0. Portanto, a inica forma de obter o vetor
nulo é a trivial e os vetores sao l.i.. Portanto os vetores wi, ws, w3 formam
uma base de R3.

(b) Falso: Considere dois planos 7 e p que se interceptam ao longo da
reta

r: {tv, t € R}.

Considere que agora um vetor u de m ndo paralelo a v. Analogamente, seja
w um vetor de p ndo paralelo a v. Temos que

a={u=v,v =0}, T={w=w,v="ws}
sao bases de m e p. Mas
€ = {vy, v9, we} = {u,v,v}
nao é uma base de R3.

(c) Verdadeiro: Trata-se da transformagao linear nula. Considere qual-
quer vetor w, veremos que T'(w) = 0. Considere qualquer vetor u, entdo, por
hipétese,

T(u+w) =T (u)+ 2T (w).



Mas, como T ¢ linear,
T(u+w)=T(u) +T(w).

Portanto,
T(u) + 2T (w) = T(u) + T(w), T(w)=0.

Logo T é a transformagao linear nula.

2) Considere os vetores

V1 = (1a ); Vg = (23 )
vy = (2,2,0), vs = (3,

0 0,1),
0 L,1), vs=1(2,3,a).

1, 1

2, 1

2.a) Determine o valor de a no vetor vg para que os vetores vy, vy, Us, U4, Us
e vg gerem um plano 7.

2.b) Usando os vetores do item anterior, determine uma base 3 do plano 7
(ou seja os vetores da base sdo escolhidos entre os vetores vy, ..., v5) €
determine as coordenadas do vetor (5,1, 2) na base £.

2.c) Encontre uma base oo = {uy, us, usz} de R? tal que o vetor v = (1,2, 3)
tenha coordenadas (1,2, 0) na base «.

Resposta:

(2a) Os vetores devem pertencer ao mesmo plano. Observe que v; e vy

nao sao coplanares. Portanto, determinam um plano cujo vetor normal é
(1,1,0) x (2,0,1) = (1, -1, —2), ou seja o plano

mrx—y—2z=0.

Veja que os vetores (1,-3,2), (2,2,0), (3,1,1) pertencem ao plano. Fi-
nalmente, para o vetor vg = (2,3, a) pertencer ao plano 7 deve verificar a
equacao cartesiana do mesmo, ou seja

2-3-2a=0, a=-1/2.



Ou de outra forma, o vetor vs = (2,3,a) deve ser combinagao linear (por
exemplo) dos vetores (1,1,0) e (2,0,1), isto é,

(2,3,a) = A\(1,1,0) + 0(2,0, 1),
para certos valores de A e 0. Portanto,

A+20=2, A=3, o=a.

Resolvendo obtemos 0 = —1/2 = a.
(2b) Uma base £ do plano é, por exemplo, 5 = {v; = (1,1,0),v, = (2,0,1)}
(de fato, é suficiente escolher dois vetores nao paralelos da colecdo vy, ..., vg

para obter uma base do plano gerado pelos seis vetores). As coordenadas do
vetor (5,1,2) na base § sao (z,y) onde

(5,1,2) = 2(1,1,0) + 4(2,0,1), S5=x+2, z=1 2=y
Portanto, as coordenadas do vetor (5,1, 2) na base § sao (5,1,2)s = (1,2).
(2c) Devemos ter

(1,2,3) =u; +2us + 0us, (1,2,3) = us + 2 us,

ou seja, os vetores (1,2,3),ur,us devem ser coplanares. Escolhemos u; =
(1,0,0) (de fato, temos total liberdade para a escolha do primeiro vetor).
Portanto,

(1,2,3) = (1,0,0) + 2uy, uy = (0,1,3/2).

Finalmente, o vetor uz deve ser qualquer vetor nao coplanar com u; e us, por
exemplo (0,0, 1). Para ver que os vetores formam de fato uma base veja que

(1,0,0) - ((0,1,3/2) x (0,0,1)) # 0.

3)

a) Seja w um vetor de R® e M: R® — R? a transformagao linear M (u) =
u X w. Sabendo que a matriz de M é

0 2 =2
M= -2 0 1
2 -1 0

Determine o vetor w.



b) Considere agora o vetor v = (1,1,2) e a transformagao linear T': R® — R3
definida por
T(u) =u X v.

Determine a matriz [T'] de 7.

Resposta:
(3a) Seja w = (a, b, c). Entao temos

(a’ ’ C) ( ) = (07 _27 2)a
(CL, C) ( ) = (27 0, _1)
x (a,b,c) = (—b, a,0) = (—2,1,0).

Portanto, a = 1,0=2,c=2,e w = (1,2, 2).
Outra forma de resolver o exercicio (mais complicada, porém) é observar
que M(w) = 0, portanto,

26 —2c=0, —2a+c=0, 2a—-b=0.
Ou seja, o vetor é da forma (a, 2a,2a). Determinamos a pela condicao
ix (a,2a,2a)=(0,—2a,2a) = (0,-2,2).

Logoa=1ew=(1,2,2).

(3b) Para determinar a matriz de T' calculamos

T(i)=ix(1,1,2) = (0,-2,1),
T(G)=ix(1,1,2)=(2,0,—-1)
Tk)=kx(1,1,2) =(-1,1,0).
Portanto,
0o 2 -1
T]=1 -2 0 1
1 -1 0

4) Considere a proje¢do P no plano 2z + y — z = 0 na diregdo do vetor
(1,1,1).



(a) Determine a matriz de P.
(b) Encontre a equacdo cartesiana de um plano cuja imagem pela transfor-

macao P seja a reta (t,—t,t), t € R.

Resposta:
(4a) Observe que P(a, b, c) é obtido como segue:

e Considere a reta r contendo o ponto (a, b, ¢) e paralela ao vetor (1,1, 1),
r:(a+t,b+t,c+t), teR
e Determine a intersecao de r e m:
2@+t)+(b+t)—(c+t), t=(—2a—b+c)/2.

Portanto, a intersecao da reta e o plano ocorre no ponto

((—b-l—c) (—2a+ b+ c) (—2a—b+3c)> |

2 7 2 ’ 2

Temos, portanto,

Plabo = (

(=b+c¢) (—2a+b+c¢) (—2a—b+ 3c)
2 2 ’ 2 )

Portanto,

P@G)=(0,-1,-1), P(G)=(-1/2,1/2,-1/2), P(k)=(1/2,1/2,3/2).

Logo,
0 -1/2 1/2
[Pl=1 -1 1/2 1/2
-1 -1/2 3/2

Verifique que P(1,1,1) =
plano, por exemplo, (0,1,
P(1,0,2) = (1,0,2).

Outra forma de resolver o exercicio é escolher uma base de vetores cujas
imagens sdo ja conhecidas (dois vetores do plano de projecdo, transformados

(0,0,0). Escolha dois vetores nao paralelos do
1) e (1,0,2) e veja que P(0,1,1) = (0,1,1) e



neles proprios, e um vetor paralelo a direcao de projecao, transformado no
vetor nulo):

P(1,1,1) = (0,0,0), P(0,1,1)=(0,1,1), P(1,0,2) = (1,0,2).

Portanto,
P(1,0,0) = P(1,1,1) — P(0,1,1) = (0, —1,—1).

Também temos:
P(0,0,2) = —-P(1,0,0) + (1,0,2) = (1,1,3), P(0,0,1)=(1/2,1/2,3/2).
Finalmente,

P(0,1,0) = P(0,1,1) — P(0,0,1) = (0,1,1) — (1/2,1/2,3/2) =
= (=1/2,1/2,-1/2).

(4b) Observe que a reta estd contida no plano de proje¢do. Observe também
que P(1,-1,1) = (1,-1,1) (onde (1,—1,1) é o vetor diretor da reta). Ob-
serve que P(1,1,1) = (0,0,0). Portanto,

P(t(1,-1,1) +5(1,1,1)) =tP(1,-1,1)+sP(1,1,1) =
=tP(1,-1,1) = (t, —t,1).

Ou seja, o plano 7 gerado pelos vetores (1,1,1) e (1,—1,1) é transformado
na reta (¢, —t,t). Ouseja, 7: x — z = 0.

5) Considere os pontos A = (1,1) e B = (3,4) de R?. Determine um
ponto C tal que A, B e C sejam os vértices de um triangulo equilatero.

Resposta: Se os vértices fossem a origem e um ponto A = (a,b), o ter-
ceiro vértice seria obtido rotando o ponto A por uma rotacao de 60 graus
(correspondente ao angulo de um triangulo equildtero).

Portanto, para determinar o triangulo, 1) transladaremos um dos vértices
ao origem, por exemplo, o ponto (1,1) (o outro vértice é transladado ao
ponto (2, 3), 2) construiremos entao o tridngulo equilatero com vértices (0, 0)
e (2,3), e 3) desfaremos a translacdo (somaremos o vetor (1,1) aos dois
vértices).



Para o passo (2),

(0 o ) (5)= (s ") (5)=(\a2sk )

Portanto, fazendo o terceiro passo, temos que o terceiro vértice é

(1-3V3/2+1,V3+3/2+1) = (2—-3V3/2,V3+5/2).

6) Determine a, b e ¢ para que a matriz [P] represente uma proje¢ao em
uma reta.

1 a b
[Pl= -1 1 ¢
-1 1 -1

Determine a reta e a direcdo de projecao (isto é, a equagio cartesiana do
plano que dé a diregao de projegao na reta).

Resposta: Para que a matriz [P] represente uma proje¢do em uma reta
os vetores P(i), P(j), P(k) devem ser necessariamente miiltiplos do vetor
diretor da reta. No nosso caso, a unica possibilidade é ser paralelos ao vetor
P(i) = (1,—1,—1). Portanto, a = —1leb=1ec= —1.

O argumento anterior implica que a reta de projecao é (¢, —t,—t), t € R
Verifique que P(1,-1,—1) = (1,—1,—1).

Para determinar o plano 7 que da a direcao de projecao temos duas
possibilidades. A primeira é observar que um vetor v é paralelo a 7 se, e
somente se, P(v) = 0. Portanto os vetores do plano 7 verificam P(z,y,z) =
(0,0,0). Em coordenadas,

r—y+2=0 —zrz+y—2=0, —ax+y—z=0.

Portanto, o plano é x —y + 2z = 0.
Outra forma é observar que os vetores

sao paralelos ao plano 7. Portanto

(0,-1,-1), (-1,0,1) (1,-1,-2)



sao vetores paralelos ao plano 7. Agora, usando produto vetorial, por exem-
plo, obtemos a equagao cartesiana de 7 (obviamente, a obtida anteriormente).



