P2 de Algebra Linear I — 2012.1
Gabarito

1)
(a) Considere a base § de R?
B = {(1,1,0):(1,0,1); (0,1,1)}
Determine as coordenadas (v)g do vetor v = (4,2,0) na base f3.
(b) Seja o = {1y, Uy, u3} uma base de R®. Considere a nova base de R?
6 = {ty + Uy, Uy + Us, Uz + Uy }.
Sabendo que as coordenadas do vetor w na base o sao
(0)a = (3,3,4),
determine as coordenadas (w)s de w na base 4.
(c) Determine k para que os vetores
{(1,2,1)5(2,k,1); (K, 3, k) }

nao formem uma base de R3.

Resposta:
(a) Escrevemos
v=(4,2,0)=2(1,1,0) +y (1,0,1) + 2 (0,1, 1),
e, em coordenadas, obtemos

d=z+y, 2=z+2 0=y-+z.



Portanto z = —y,

4=x4+y, 2=x—y, 6=22x x=3.

Logo

Portanto,
(U)B = (37 L, _1)'

(b) Sejam (w)s = (x,y, 2) as coordenadas de w na base §. Portanto,

w = (U + uz) +y (ug +us) + 2 (a3 + uy) =
= (r+2)t + (r+y)us + (y + 2) Us.

Por hipétese as coordenas de w na base « sao (3, 3,4), assim temos que
w = 3uy + 3us +4us.

Como as coordenadas de um vetor em uma base (no caso na base «)
sao unicas temos que

3=x+z2 3J=x+y, 4=y+=z

Portanto,
z—y=0, z=vy, z=y=2, z=1
Logo
(w)s = (1,2,2).

(c) Para que os vetores nao formem uma base nao devem ser linearmente
independentes. Ou seja,

0= =k -3)—-22k—-3)+k(2—k)=—-2k+3=0.
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Portanto,
k=3/2.



2) Considere a aplicagao linear S: R? — R? definida por
S(u) =ux (1,1,1).
(a) Determine a matriz de S na base canonica.
(b) Determine TODOS os vetores u tais que S(u) = .

(c) Determine dois vetores @ e © nao nulos tais que S(u) = S(v) # 0.

(d) Estude se S é sobrejetora (isto é, a imagem de S é R?). Determine uma

base ortonormal da imagem de S.
(e) Determine uma base ortonormal da imagem do plano
mr+y—22=0

pela transformagao linear S.

Resposta: Observamos que

j k
S(z,y,2) = (x,y,2) x (1,1,1) = y 2z |=@Wy—zz—x,2—1y).
1 1

— R e

(a) Devemos determinar S(i), S(j) e S(k). Pela férmula acima temos

Portanto, a matriz de S na base canonica é

(b) Observe que S(u) = u x (1,1,1) é ortogonal a u. Logo S(u) = @ se, e
somente se, © = 0. V. também pode usar as equagoes e que se 4 = (z,¥, 2)
verifica S(u) = u entdo

rT=yY—2, Y=2—T, Z=T—Y.



E este sistema possui solugao tnica igual a (0,0, 0).

(c) Observe primeiro que S(1,1,1) = 0. Logo dado qualquer vetor (x, v, z)
temos que

S(z,y,2) = S(x,y,2) + 0= S(x,y,2) + S(1,1,1) = S((m,y,z) + (1,1,1)).

Escolhemos primeiro qualquer vetor u tal que S() # 0. Por exemplo, o
vetor u = (1,0, 1) que verifica S(u) = (—1,0,1). Agora é suficiente escolher

v =(1,0,1)+(1,1,1) = (2,1,2)

que, pela observagao acima, verifica

S(v) = S(u) =(-1,0,1) £ 0.

(d) Lembre que a transformagao linear S é sobrejetora se, e somente se,
para todo vetor v € R? existe @ tal que S(u) = v. Claramente, pela defini¢ao
de produto vetorial, o vetor (1,1,1) nao é imagem de nenhum vetor @ pois
S(u) é por defini¢ao ortogonal a (1,1,1).

Sabemos que a imagem de S estd gerada pelos vetores

S@) = (0,-1,1), SG)=(1,0,—1) e S(k)=(—1,1,0).

Estes vetores pertencem ao plano vetorial de vetor normal (1,1,1), o plano
x4y + 2z =0. Como estes vetores nao sao paralelos eles geram dito plano.
Portanto, a imagem de S é

imagem S = {w = (z,y,2): v +y+2=0.}.

Agora ¢ suficiente escolher uma base ortonormal de dito plano. Primeiro
escolhemos uma base ortogonal, por exemplo,

{(1,0,-1),(1,0,—1) x (1,1,1) = (1,—2,1)}
e normalizamos

{(1/\/5,0, ~1/v2), (1/V6,-2/+/6, 1/\/6)} .



(e) A imagem do plano 7: z +y — 2z = 0 estd gerada pelas imagens dos
vetores de uma base de m. Escolhemos uma base de 7, por exemplo,

{(1,1,1),(2,0,1)}.
Pela formula acima
S(1,1,1) =(0,0,0), S(2,0,1) =(-1,-1,2).

Portanto a imagem do plano 7 é uma reta vetorial (que passa pela origem)
paralela ao vetor (1,1, —2). Portanto, uma base ortonormal da imagem de 7

) {(1/\/6,1/\/6, —2/\/6)}.

3)

(a) Considere a transformagao linear 7: R* — R? cuja matriz na base
canonica é

1 b
T)=1| 2 4
a ¢ d

Sabendo que o espago imagem de T' é o plano de equacao cartesiana
r—y+z2=0
e que T'(2,—1,0) = 0, determine os valores de a, b, c e d.

(b) Considere a matriz

2
A=1| 1
2

— O N
NN

Determine a inversa da matriz A.

Resposta (desenvolvimento):



a) Sabemos que

1 60 2 2—b 0
2 4 1 -1 | = 4—4 =10
a ¢ d 0 2a —c¢ 0

. Por outro lado, a imagem da transformacao é o plano x —y + z = 0.
Portanto S(i) = (1,2,a), S(j) = (2,4,¢) e S(k) = (0,1, d) pertencem a dito
plano, isto é

e 1 —-24+a=0,a=1,
e 2—-44c=0,c=2,
e 0—1+d=0,d=1.

Portanto

b) Para calcular a matriz inversa utilizaremos o método de Gauss (operagoes
com linhas) para o célculo da matriz inversa de

Inicio:
2 2 2 100
1 0 2 010 |;
211 0 01
Operacoes: (linha I)/2
111 1/2 0 0
1 0 2 0 10
211 0 01



Operagoes: (Iinha ITI) — (linha I)
1 11 /2 00
1 0 2 0 10
1 00 —-1/2 0 1
Operacgoes: troca das linhas I e 11
1 00 -1/2 0 1
1 0 2 0 10
111 1/2 00
Operagoes: (Iinha IT)—(linha I) e (linha IIT)—(linha I)
100 -1/2 0 1
00 2 /2 1 -1
011 1 0 -1
Operagoes: (Ilinha II)/2
1 00 -1/2 0 1
0 01 /4 1/2 —1/2
01 1 1 0 —1
Operacgoes: troca das linhas II e III
1 00 -1/2 0 1
011 1 0 —1
001 /4 1/2 —1/2
Operacoes: (linha II) — (linha III)
1 00 -1/2 0 1
010 3/4 —1/2 —1/2
00 1 /4 1/2 -1/2
Portanto,
-1/2 0 1 -2 0 4
At=1| 3/4 -1/2 —-1/2 |=-| 3 -2 -2
/4 1/2 -1/2 1 2 =2



prova A:

A AN
AN O

AN — N

prova B:

AN — N
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AN O
A AN

AN — N



