P2 de Algebra Linear I — 2003.1
Data: 12 de maio de 2003.

1) Decida se cada afirmagao a seguir é verdadeira ou falsa e marque
com caneta sua resposta no quadro abaixo. Atencgao: responda todos os
itens, use ” N= nao sei” caso vocé nao saiba a resposta. Cada resposta certa
vale 0.3, cada resposta errada vale —0.2, cada resposta N vale 0. Respostas
confusas e ou rasuradas valerao —0.2.

Itens | V| F | N
l.a |V
1.b F
l.c F
1.d |V
l.e F
1.f |V
l.g |V
1.h F
1.1 F
13 |V

1.a) Existe uma transformagio linear T: R? — R? que transforma a
pardbola y = z? na reta y = z.

Resposta: Verdadeiro, a projecao na reta y = z na dire¢ao do vetor (0,1),
definida por P(z,y) = (z,x), transforma a pardbola na reta. Observe que
onde P(x,1?) = (z,z), z € R

1.b) Existe uma transformagdo linear T': R? — R? que transforma a reta
y = z na pardbola y = z2.

Resposta: Falso, a imagem por uma transformacao linear de uma reta que
contém a origem é uma reta ou o vetor nulo. Considere a reta r = (tvy, tvy),



t € R, de vetor diretor v. Seja
T(U) = T(Ul’ Uz) =w= (wla wZ):

entdo T'(r) = (twy, twy), t € R, que é a reta de vetor diretor w (se w # 0)
que contém a origem.

1.c) Se v; e v, sdo vetores nao nulos de R® entdo {v1,vs,v; X v9} é uma
base de R3.

Resposta: Falso, a afirmagao somente é verdadeira se os vetores v, € v nao
sao paralelos. Por exemplo, se v; = (1,1,1) e va = (2, 2,2), entao v; X vy = 0,
e {v1,v2,0} ndo é uma base.

1.d) Se {v1,v9} é uma base do plano az + by + cz = 0 entdo {v1, vq, v3},
v3 = (a, b, c), é uma base de R3.

Resposta: Verdadeiro, pois os vetores vy, vy € v3 nao sao coplanares. Ob-
serve que v X v9 € um vetor normal ao plano, ou seja, v1 X v = Avg para
algum nimero rela A # 0. Portanto,

v3 - (U1 X U2) = )\‘U3|2 #0,

ou seja, o determinante cujas linhas sao os vetores vi,vs e v3 é nao nulo, e
os vetores formam uma base.

1.e) Seja T uma transformacao linear, T: R* — R®  que leva o plano
T+ vy + 2z =0 nareta (¢, —t,t), entdao {T(i),T(j),T(k)} é uma base de R3.

Resposta: Falso. Se {T'(i), T(j), T(k)} fosse uma base, entao o determinante
de T seria ndo nulo e T seria inversivel. Em particular, T'(v) # 0 para todo
vetor ndo nulo v. Mas se T(7) é uma reta, dados dois vetores néo paralelos
v e w de 7 teriamos

T(U) = (/\7 _)‘a )‘)a T(’U)) = (Ua -0, J)a
para certos nimeros reais A e o direfentes de 0. Portanto,
T(w/\) =T(w/o)=(1,-1,1), T(v/\A—w/o)=0.

Como (v/\ —w/o) # 0 (pois v e w ndo sdo paralelos) obtemos uma contra-
dicao.



1.f) Seja T uma transformagdo linear, T: R® — R?, tal que o determi-
nante de T ¢ nao nulo, entdao {T'(i),T(j),T(k)} é uma base de R®.

Resposta: Verdadeiro. Temos
T(i) - (T'() x T(k)) = det([T7]) # 0,
ou seja os vetores nao sao coplanares e, portanto, formam uma base.

1.g) Existe um espelhamento E de R® que transforma o vetor (2,1,2) no
vetor (1,2, —2).

Resposta: Verdadeiro. Veja que os dois vetores possuem o mesmo modulo.
O espelhamento no plano contendo a origem cujo vetor normal é (1,2, —2) —
(2,1,2) = (-1, 1, —4) verifica a propriedade do enunciado.

1.h) Considere vetores v, y e w de R® linearmente dependentes. Entéo
existem numeros reais o e A tais que v = oy + Aw.

Resposta: Falso. O fato dos vetores v, y e w serem 1.d. implica que ha um
vetor que pode ser escrito como combinacgao linear dos outros dois, nao que
todo vetor possa ser escrito como combinacao linear dos outros dois. Por
exemplo, os vetores

v=(1,1,1), y=(1,0,0), w=(2,0,0)
sdo 1.d. e v ndo pode ser escrito como c.l. de y e w (verifique).
1.i) Dada uma base 3 = {u,v,w} de R® considere a nova base
y={u+v+w,u—v,u—w}

de R® e o vetor h cujas coordenadas na base 3 sdo (1,1,1). Entao as coor-
denadas de h na base 7 sdo (1/3,1/3,1/3).

Resposta: Falso. Se as coordenadas de h na base v fossem (1/3,1/3,1/3)
entao,

h=(1/3)(u+v+w)+ (1/3)(u—v) + (1/3)(u — w) = u,

e as coordenadas de h na base [ seriam (1,0,0) e ndo (1,1,1).



1.j) Considere os vetores v; e vy na figura e o vetor v = Av; + A vy, onde
A1 > 0> Xo. Entdo o vetor v estd na regiao (ilimitada) R hachurada abaixo,
onde r; e 79 sa0 as retas que passam pela origem e tém vetores diretores v,
e vy, respetivamente.

Y "2
(%) "
v
X
R
Figura 1: Questao 1.j
Resposta: Verdadeiro, veja a figura.
A1 >0, >0
M<0, > T2 ! 2
(%) 1
v
X
)\1 > O, AQ <0
A <0, M <0 R

Figura 2: Resposta a questao 1.j



2)

a) Escreva o vetor v = (1, 2) como combinagao linear dos vetores v; = (1, 1),
ve = (—2,0) e v3 = (1,0).

b) Determine os subconjuntos de {v1, v2,v3} que sao base de RZ.

c) Encontre uma base § = {uy, us, us} tal que o vetor (1,2,3) tenha coor-
denadas (1,1,1) na base 3. Mostre que o conjunto /3 encontrado é de
fato uma base.

d) Considere o conjunto X de vetores v = (a,b,c) cujas coordenadas sao
solugao do sistema
r+y=1, 2z=0,

isto é, a+b=1¢e c= 0. Encontre vetores v, e vy tais que o conjunto
gerado por vy e v, contenha o conjunto X.

Resposta:

2.a) Escrevemos
(1,2) = 2(1,1) + y(—2,0) + 2(1,0),
e chegamos ao sistema
l=2—-2y+2 2=ux,
cujas solugoes sao da forma (2,y, —1 + 2y). Logo é suficiente escrever
(1,2) =2(1,1) + y(—2,0) + (-1 + 2y)(1,0),
onde y pode ser qualquer niimero real.

2.b) As bases de R? estdao formadas por dois vetores. Portanto, devemos
considerar os trés possiveis grupos de dois vetores,

e {(1,1),(—2,0)}, é base, pois os vetores nao sao paralelos,
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e {(1,1),(1,0)}, é base, pois os vetores ndo sdo paralelos,

e {(—2,0),(1,0)}, ndo é base, pois os vetores sao paralelos.

2.c) Devemos encontrar trés vetores que formem uma base de R® tais que
(1,2,3) = U1 + Ug + U3.

Por exemplo, u; = (1,1,1), us = (0,1,1) e u3 = (0,0,1), que é uma base.
Outra possibilidade, u; = (1,0,0), us = (0,2,0) e ug = (0,0, 3), que também
é uma base.

Certamente, ha muitas outras possibilidades. De fato, v. poderia consi-
dera dos vetores (a, b, ¢) e (d, e, f) tais que (1,2, 3), (a, b, ¢), (d, e, f) ndo sejam
coplanares, isto é, tais que

£ 0.

QU =
D SN
O W

Entao, as coordenadas de (1,2, 3) na base

v={(a,b,¢c),(d,e, f),(1—a—d,2—b—e,3—d— f)}

sdo (1,1,1). Devemos provar dois afirmacoes, v é uma base e as coordenadas
do vetor sdo (1,1,1). A segunda afirmagao (assumindo que 7y é base) é direta:

(1,2,3) =(a,b,¢c) + (d,e, f)+(1—a—d,2—b—e,3—d— f).
Para ver que 7 é base, devemos verificar que

l—-a—-d 2—b—e 3—c—f
a b c #0.
d e f

Mas isto decorre do fato dos vetores (1,2,3), (a,b,c), (d, e, f) ndo serem co-
planares pois

l—-a—d 2—-b—e 3—c—f 1 2 3
a b c =|la b c|#0,
d e f d e f



onde a igualdade é obtida somando a segunda e a terceira linhas a primeira.

2.d) As coordenadas dos vetores do conjunto X verificam a equacao do plano
que contém a reta r de equagoes cartesianas (z+y =1 e z = 0), e a origem.
Este plano é paralelo aos vetores (1,0,0) e (0,1,0). Logo todo vetor de X
pode ser escrito como combinagao linear de (1,0,0) e (0,1, 0).

Observe que as coordenadas dos vetores de X verificam (¢,1 — ¢,0) para
algum ¢, logo temos

v=(t,1—10)=t(1,0,0) + (1 - £)(0,1,0).

3) Considere o vetor u = (1,1,1) e a transformagéo linear 7: R®* — R3
definida por
Tw)=vXxu—uv,

a) Determine a matriz de 7.
b) Determine a férmula de 7.

c) Estude se T é inversivel e em caso afirmativo, determine a matriz inversa
de T

Resposta:
3.a,b) Temos

i
T(z,y,2) =|z
1

=(—z+y—z,—c—y+z,—-y—2).
Obtendo a férmula de 7T'.

Para determinar a matriz [T] de T veja que

TG) = (-1,-1,1), T@G) =(1,-1,-1), T(k)=(-1,1,-1).



Portanto,
-1 1 -1
T]=1 -1 -1 1
1 -1 -1

3.c) Para ver se T é inversivel calcularemos o determinante de T,
det([T]) =-1(14+1)—-1(1—-1)—1(1+1)=—-4#0,

logo a transformacao é inversivel.
Para calcular a inversa usaremos o método de Gauss. Escrevemos a matriz
de T e ao lado a matriz identidade.

-1 1 -1 |1
-1 -1 1 |0
1 -1 -1 |0

As operagoes que efetuaremos sao:

e segunda linha mais primeira e terceira linha mais primeira,

11 -1]100
20 0 [ 110,
0 0-21]101

e segunda e terceira linha sdo dividas por (—2),

11 -1 ] 1 0 0
1 0 0 | —1/2 —-1/2 0
00 1 | —=1/2 0 =1/2

e primeira linha mais segunda,

01 -1 1] 1/2 —-1/2 0
10 0 | -1/2 -1/2 0
00 1 | —-1/2 0 —1/2

e primeira linha mais terceira,

101 0 -1/2 -1/2
00| -1/2 -1/2 0 ,
o1 | -1/2 0 -1/2

o = O



e troca das primeira e segunda linhas,

100 | —1/2 =1/2 0
010]| 0 -1/2 —1/2,
001 ]| —-1/2 0 —1/2

finalizando o processo.
Logo a inversa de T é,

~1/2 —1/2 0
T7' = 0 -1/2 —1/2
-1/2 0 —1/2

Verifiquemos que os calculos feitos estao corretos.

-1 1 -1 ~-1/2 =1/2 0
-1 -1 1 0 -1/2 —1/2 | =
1 -1 -1 ~1/2 0 —1/2

1/2+1/2=1 1/2—-1/2=0 -1/2+1/2=0
1/2-1/2=0 1/2+1/2=1 1/2-1/2=0
~1/241/2=0 —1/2+1/2=0 1/2+1/2=1

4) Considere o plano 7: z —y — z = 0 e o vetor v = (1,0, 0).

(a) Determine P, ;((1,0,0)), Pr:((0,1,0)) e Pr;((0,0,1)), isto é, as imagens
dos vetores i, j e k pela projecao no plano 7: x —y — z = 0 na direcao
do vetor i = (1,0, 0).

(b) Determine a matriz de Py ;.

Considere a matriz

1/2 —1/2 —1/2
Pow=| —1/2 1/2 -1/2 |,
0 0 1

que representa a projecao no plano p: z 4+ y + 2z = 0 na dire¢cao do vetor
w=(1,1,0).



(c) Encontre, se possivel, um vetor v tal que |P,,(v)| > |v|, caso seja
impossivel justifique por qué nao existe dito vetor.

(d) Determine a matriz da transformacao linear T'= P, ,, o Py ;.
(e) Verifique que
T(1,1,0) =T7(1,0,0) = (0,0,0) e T(0,1,—1)=(0,1,-1).
Para isto v. nao necessita calcular explicitamente a matriz de T'.

(f) Interprete geometricamente a transformagao linear 7.

Resposta:

4.a) Resolveremos este item de duas formas. Primeiro determinaremos as
imagens dos elementos de uma base apropriada de R® por Py ;, de esta forma
P, ; esta totalmente determinada. Observe que

e como (1,0,0) é a diregao de projecao, Pri(1,0,0) = (0,0,0),
e como os vetores (1,1,0) e (1,0,1) pertencem ao plano de projecao,

Pri((1,1,0)) = (1,1,0), Prsi((1,0,1)) = (1,0,1).

Portanto,

Il
e
-~
—~
~—

I
v
-
—~
—~

Analogamente,

Pw,i((oa 0, 1)) = Pﬂ',i((]" 0, 1) - (1’ 0, O)) =
= Pw,i((lv 0, 1) - Pﬂ',i((]‘7 0, O)) = (17 0, 1)'

Outra possibilidade é usando geometria analitica, dado um vetor (a, b, ¢),
a reta que passa pelo ponto (a,b,c) e é paralela aié

(a+t,b,c), teR
A intersecao desta reta como o plano x — y — z = 0 ocorre quando ¢ verifica

(a+t)—b—c=0, t=—-a+b+c.
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Portanto, a reta intercepta o plano m no ponto (b + ¢, b, ¢). Portanto,

P,;(1,0,0) =(0,0,0), Pr;(0,1,0)=(1,1,0), Pr;(0,0,1)=(1,0,1).

4.b) Agora estamos em condicoes de determinar a matriz de P ;,

[PW,i] =

o O O

11
10
01

4.c) O vetor k é tal que |P,, (k)| > [k|:

1Py(K)| = [(=1/2,-1/2,1)| = /1 + 1/d + 1/4 > 1 = |K].

Observe que a condic¢do |P(v)| < |v| somente é valida nas projecdes ortogo-
nais.

4.d) Para determinar a matriz de 7" devemos considerar o produto de ma-
trizes

/2 -1/2 —1/2 011 00 0
~1/2 1/2 -1/2 010|=[00 -1
0 0 1 00 1 00 1

4.e) Para ver que T verifica
T(1,1,0)=1T(1,0,0) = (0,0,0) e 7T(0,1,—1)=(0,1,—1).
podemos usar a matriz de T' ou bem observar que
T(1,1,0) = Ppu(Prs)((1,1,0)),
como (1,1,0) pertence a m,
Pri((1,1,0)) = (1,1,0),

e como (1,1,0) é a diregao de projegao de P, ,,, P, ((1,1,0) = (0,0,0)).
Analogamente,

T(1,0,0) = Ppu(Pri((1,0,0))),
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e como (1,0,0) é a direcdo de projecao de Py,
Pﬂ,i((la 0, 0)) = (0: 0, O)a

e portanto 7°((1,0,0)) = (0,0,0).
Finalmente, observe que o vetor (0, 1, —1) pertence aos planos de projecao
p e m, portanto,

P?T,i((oa 1, _1)) = Pp,w((oa 1, _1)) = (0’ 1, _1)7

logo

Pp,w(Pn,i((O’ 11 _1))) = Pp,w((o’ 17 _1)) = (01 17 _1)'

4.f) As informagoes no item anterior implicam que os vetores do plano gerado
pelos vetores (1,0,0) e (1,1,0) se transformam por 7' no vetor nulo, e que
o vetor (0,1, —1) se transforma nele préprio, logo T representa a proje¢ao
na reta (0,t,—t), t € R (isto é, a reta paralela a (0,1,—1) que passa pela
origem) na dire¢do do plano (paralelamente) z = 0.
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