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Gabarito

1) Considere a familia de vetores de R?
£=41(1,2,3),(1,1,2),(2,2,4),(1,1,1),(2,2,2) }.

1.a) Estude se os vetores da familia £ sdo linearmente independentes.

1.b) Determine todas as bases de R® formadas por vetores diferentes
que podem ser obtidas usando os vetores de & (isto é, bases formadas pelos
mesmos vetores em ordem diferente contam como a mesma, ou seja, as bases
{u,v,w} e {v,w,u} contam uma tnica vez).

Considere agora a familia de vetores de R3

B={u = (1,1,1),us = (1,2,1),uz = (0,1, 1)}.
1.c) Veja que 8 é uma base de R3.
1.d) Determine as coordenadas do vetor (3,6,5) na base £.

1.e) Considere agora o vetor w que na base § tem coordenadas (1,1,1)s
(isto é, w = 1uy + lus + 1uz). Determine as coordenadas de w na base
canonica.

1.f) Considere agora os vetores wi, we € w3 que na base § tém coorde-

nadas
w1 = (1, 1,0)ﬂ, W9 = (1,2,2)ﬁ, W3 = (0, —2, —1)5.

Estude se os vetores wy, ws e w3 formao uma base de R3.

Resposta:

item (a): Os vetores da familia £ ndo sdo li.: um conjunto com mais de
trés vetores de R® nunca ¢ Li. (o maior nimero de vetores L.i. em R® ¢ trés).



V. também pode obter explicitamente combinacgoes lineares nao trivias
cujo resultado é o vetor nulo. Por exemplo:

(2,2,2) — 2(1,1,1) = (0,0,0).

item (b): Observe que uma base de R ndo pode conter simultaneamente os
vetores (1,1,2) e (2,2,4), pois (2,2,4) = 2(1, 1, 2), e, portanto, toda familia
de vetores contendo (1,1,2) e (2,2,4) é 1.d..

Similarmente, uma base de R? nio pode conter simultaneamente os veto-
res (1,1,1) e (2,2,2), pois (2,2,2) = 2(1,1,1), e, portanto, toda familia de
vetores contendo (1,1,1) e (2,2,2) é 1.d..

Feitas estas observagoes, construiremos as bases possiveis, lembrando an-
tes que uma base de R?® estd formada por trés vetores L.i.

Consideremos agora as bases que contém o vetor (2,2,2). Como os ve-
tores (2,2,2) e (1,1,2) nio sdo paralelos podem formar parte de uma base.
Similarmente, os vetores (2,2,2) e (2,2,4) podem formar parte da mesma
base.

Pelos comentéarios ja feitos,

e uma base contendo os vetores (2,2,2) e (1,1,2) ndo pode conter nem
(1,1,1) nem (2,2,4). Logo a tnica possibilidade é que o terceiro vetor
seja (1,2,3). Logo um candidato a base é

pr = {(27 2, 2)’ (1’ L 2), (17 2, 3)})
faltando conferir que os vetores sao L.i..

e uma base contendo os vetores (2,2,2) e (2,2,4) nao pode conter nem
(1,1,1) nem (1,2,2). Logo a tnica possibilidade é que o terceiro vetor
seja (1,2,3). Logo um candidato a base é

ﬁQ = {(2’ 2, 2)’ (2’ 2, 4)a (1a 2, 3)};
faltando conferir que os vetores sao l.i..

Observe que conferir que os vetores de f; e (B sdo li. é o mesmo (os
determinante cujas linhas sdo os vetores sdo um miiltiplo do outro). Para
ver que sao l.i.,
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Logo os vetores sao L.i.

Consideremos agora as bases que contém o vetor (1,1,1). Como os ve-
tores (1,1,1) e (1,1,2) nao sao paralelos podem formar parte de uma base.
Similarmente, os vetores (1,1,1) e (2,2,4) podem formar parte da mesma
base. Como no caso anterior,

e uma base contendo os vetores (1,1,1) e (1,1,2) nao pode conter nem
(2,2,2) nem (2,2,4). Logo a tnica possibilidade é que o terceiro vetor
seja (1,2,3). Logo um candidato a base é

B3 = {(17 L, 1)’ (1’ L 2), (172, 3)}a

faltando conferir que os vetores sao l.i.. Mas isto decorre como no caso
da base (.

e uma base contendo os vetores (1,1,1) e (2,2,4) ndo pode conter nem
(2,2,2) nem (1,2,2). Logo a tnica possibilidade é que o terceiro vetor
seja (1,2,3). Logo um candidato a base é

ﬂ4 = {(13 1a 1)’ (2’2’4)5 (1’21 3)}a

faltando conferir que os vetores sao l.i.. Mas isto decorre como nos
casos anteriores.

De fato ja obtivemos todas as bases possiveis. Se consideramos agora as
bases contendo (2,2,4) obteremos bases com os mesmos vetores que 3, e [34.
Se consideramos agora as bases contendo (1,1,2) obteremos bases com os
mesmos vetores que [3; e (3. Finalmente, toda base deve necessariamente
conter o vetor (1,2,3): isto é decorre dos vetores (1,1,1), (2,2,2), (1,1,2) e
(2,2,2) serem coplanares, todos estao no plano x —y = 0, que nao contém o
vetor (1,2,3).

V. poderia fazer de outra forma. Primeiro observar que os vetores (1,1, 1),
(2,2,2), (1,1,2) e (2,2,4) sao coplanares (todos estdo no plano 7: x —y = 0)
portanto, como o vetor (1,2,3) ndo pertence ao plano 7, necessariamente
deve formar parte das bases. Fazendo uma arvore, obtemos



(2,2,2) Nao é base

)
(1,1,2)  Pode ser base
)

)

(1,1,1)
(2,2,4 Pode ser base
(1,1,1) Nao é base

(1,1,2)  Pode ser base

(2,2,4) Pode ser base

(2,2,2)
1,2,3
( ) (1,1,1)  Pode ser base
(2,2,4) Nao é base
(2,2,2) Pode ser base

(1,1,2)

(1,1,1)  Pode ser base

)

(2,2,4) (2,2,2)  Pode ser base

A A

(1,1,2)  Na&o é base

Figura 1: Bases contendo (1,2, 3)

Observe que v. obtem oito bases, mas somente quatro com vetores dife-

rentes.
item (c): E suficiente ver que os vetores sao l.i., ou seja que seu produto

misto é nao nulo. Temos

(1,1,1)-[(1,2,1) x (0,1,1)]
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2-1)—1(1—-0)+1(1—-0) =
1+1=1%#0.
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=1
=1
Logo os vetores sao li. e, portanto, 3 é uma base (trés vetores l.i. de R?

formam uma base).

item (d): Devemos escrever

w=(3,6,5)==(1,1,1) +y(1,2,1) + 2(0,1,1),



onde (z,y, z) serdo as coordenadas de w na base 3. Temos os sistema
3=z+y, 6=x+2y+z2, OS=x4+y+-=z

Da primeira e terceira equacoes obtemos z = 2. Logo, substituindo z = 2
nas duas primeiras equagoes,

3=xz+y, 4=x+2y.
Logo y = 1 e z = 2. Portanto, as coordenadas de w na base 3 sdo (2, 1, 2).
item (e): Temos que
w=(1,1,1)+(1,2,1) + (0,1,1) = (2,4, 3).
Logo as coordenadas de w na base canonica sao (2,4, 3).

item (f): Para ver que os vetores formam uma base é suficiente ver que sao
l.i., ou seja, que a tinica combinacao linear destes vetores que fornece o vetor
nulo é a trivial (todos os coeficientes iguais a zero). Suponhamos que

Tw; +ywy + zws = 0.

Temos que ver que z = y = z = 0. Escrevendo os vetores w;, wy € w3 em
funcao de uq, us € us,

T (uy +ug) +y (ur +2us +2u3) + 2 (—2uy — uz) = 0.

Ou seja
(F+y)ur+ (z+2y—22)us + (2y — 2) us.

Como os vetores uy, us € uz sao Li.,
r+y=0, z24+2y—22=0, 2y—z2z=0.

Da primeira e da tltima equacgao temos, r = —y e z = 2y. Logo, substituindo
na segunda, —y+2y—4y= -3y =0,y =0. Logo x =y = z = 0, portanto
a nica combinagao linear dos vetores w1, wo, w3 que é o vetor nulo é a trivial.
Logo, os vetores sao l.i., e, portanto, base.

2) Considere o vetor u = (1,1,1) e a transformagao linear definida como

T(v) =v X u.



a) Determine a férmula de T'(z,y, 2).
b) Determine a matriz de 7.
c) Sem fazer célculos, é T? = T?

d) Existe v tal que T?(v) =0 e T(v) # 07

Resposta: Para o item (a). Temos

T(x,y,2) = =i(y—2)—jlz—2)+k(z—y) =

—_ R e
—_ e
— N ®

=(y—2z,z2—z,x—Y).

Portanto, a forma geral de T é
T(z,y,2) = (y— 2,2 —z,x —y).
Param o item (b), observe que, da forma geral de 7" temos,
T(i)=(0,-1,1), T(j)=(1,0,-1), T(k)=(-1,1,0).

Logo
)= -1 0 1 , T(z,y,2)=(y—2z,—x+2,2—79).

Para resolver (c). Sem fazer cédlculos, considere um vetor ndo nulo w
perpendicular a v = (1,1,1). Entdo T'(w) é nao nulo e perpendicular a w
e a u. Agora, T?(w) é perpendicular a T'(w) e u, logo T?(w) é nao nulo e
perpendicular a T'(w), logo T'(w) # T?(w).

A resposta ao dltimo item é negativa: se T'(v) # 0 teremos (necessaria-
mente) T'(v) ortogonal a u. Logo T?(v) = T'(v) X u # 0 e 0o médulo de T?(v)
é |T(v)||(1,1,1)] = V3|T(v)|, que sempre serd niio nulo se T(v) é nio nulo.
Ou seja, T?(v) é nulo se, e somente se, T'(v) = 0.

Outra forma é fazer as contas. Veja que



Veja agora que T?(x,vy, z) = 0 é equivalente a,
—2c+y+2=0, z—2y—2=0, z+y—2z=0.

Resolvendo, as solugoes sdo da forma (t,t,t), t € R. Mas, em todos os casos,
T(t,t,t) = 0. Portanto, T?%(v) = 0 se, e somente se, T'(v) = 0.

3) Dados o plano 7: z —y + z = 0 e o vetor w = (1,1,1), considere a
transformagéo linear M definida como segue, dado um ponto P = (z,y, 2)
considere o vetor OP = (z,y, z) e defina

M(OP) = 0Q,

onde @) é o ponto de intersecao do plano 7 e da reta r que contém P e é
paralela a w. Veja a figura.

Considere também a transformacao linear L definida como segue,
L(OP) = OT,

onde T é o ponto da reta r tal que ) é equidistante de T" e de P. Veja a
figura.



a) Determine a matriz da transformagao linear M.
b) Determine a matriz da transformacao linear L.
c) Dado um vetor v escreva v em fungao de L(v) e M (v).

d) Estude se as transformacoes lineares M e L sdo inversiveis. Quando
possivel, calcule a matriz inversa.

Resposta: Para determinar as matrizes de M e de L procederemos de duas
formas diferentes.

Primeiro, observe que dado um vetor de coordenadas v = (z, y, z) o vetor
M (z,y, z) tem como coordenadas a interse¢ao do plano z —y + z = 0 e da
reta (z +t,y +t,z +t). Esta interse¢do ocorre quando

(z+t)—(y+t)+(2+1) =0, t=—x+y— =z
Ou seja no ponto
(y—z-—z+2y—2y—1).

Ou seja,
M(fE,y,Z) = (y_z,_$+2y_2,y_$),

e sua matriz é

0 1 —1
M= -1 2 =1
~11 0

Para determinar L observe que

onde o vetor w é

Logo,
Lwv)=M@w)—(v—M(w))=2M(v) —v.

Veja que estamos respondendo ao item (c):

v=2M(v)— L(v).



Em resumo,

0 1 -1 100 -1 2 —2
L=2|-12-1|-{010]=|-23 -2
-1 1 0 00 1 —2 2 -1

Outra forma de determinar M e L é considerar a seguinte base de R®:
{(1,1,0),(0,1,1),(1,1,1)}. Por definigao,

(1,1,0),
(0,1,1),

0 1,1,0) =
1) =L(0,1,1) =
,1) =1(0,0,0),

) =(-1,-1,-1).
b

(z,y,2) =a(1,1,0)+b6(0,1,1) + ¢(1,1,1),

onde
b=y—z, a=(y—2) c=z—-b=z—(y—z)=x—y+2.

Logo,

(1,0,0) = 0(1,1,0) + (=1) (0,1,1) +1(1,1,1),
portanto,

M(1,0,0)=(0,-1,—-1), L(1,0,0) =(-1,-2,-2).

Analogamente,

(0,1,0) =1(1,1,0) + (1) (0,1,1) + (=1) (1,1,1),
portanto,

M(0,1,0) = (1,2,1), L(1,0,0)=(2,3,2).

Finalmente,

(0,0,1) = (1) (1,1,0) +0(0,1,1) + (1) (1,1,1),



portanto,
M(0,0,1) = (=1,-1,0), L(0,0,0) = (=2, —2, —1).

veja que obtemos as mesmas matrizes.

Finalmente, para o item (d). Temos que M néo é injetora, pois M(1,1,1)
(0,0,0). Portanto, ndo possui inversa. V. também pode ver que seu deter-
minante é nulo:

0 1 -1
det[M]=| -1 2 -1 |==1)0-1)4(-1)(-1+2)=1-1=0.
-1 1 0

Para a transformagao L veja que L? = Id. Observe que se v = M(v) + w,
onde w é paralelo a dire¢ao de projecao, entao

L(v) = L(M(v)) + L(w),

e, observando que L(w) = —w e L(M(v)) = M(v), temos

Agora temos,

Logo L? = Lo L = Id, e a inversa de L é a prépria L.
V. pode também calcular o determinante de L, que é —1. Logo possui
inversa. E pode calcular a inversa pelo método de Gauss.



