P2 de Algebra Linear I — 2002.1
Data: 4 de maio de 2002.

Gabarito

1) Decida se cada afirmagao a seguir é verdadeira ou falsa e
marque com caneta sua resposta no quadro abaixo. Atencao:
responda todos os itens, use "IN = nao sei” caso vocé nao saiba
a resposta. Cada resposta certa vale 0.3, cada resposta errada
vale —0.2, cada resposta N vale 0. Respostas confusas e ou
rasuradas valerao —0.2.

1.a) Seja P uma transformagcao linear de R? tal que P? =
Po P =P, entao P é uma projegao ortogonal.

Falso: Por exemplo considere P sendo a identidade.

1.b) Considere vetores v, y e w de R® linearmente depen-
dentes. Entao existem nidmeros reais o e A tais que v = oy+ Aw.

Falso: E suficiente considerar vetores y e w colineares e v
qualquer vetor nao paralelo a y e w. Os vetores sao l.d. e v nao
pode ser escrito como combinacao linear de y e w. Por exemplo,
considere os vetores v = (1,1,1), y = (1,0,1) e w = (2,0, 2).

1.c) Seja P: R® — R3 uma projegao ortogonal em um plano e
E: R? — R3 um espelhamento em um plano. Entdo EoP: R? —
R3 é uma projecao ortogonal.

Falso: E suficiente considerar uma projecao e um espel-
hamento em planos diferentes. Por exemplo, sejam P a projecao



ortogonal no plano z = 0 e £ o espelhamento no plano y = 0.
As matrizes de F e P sao

100 1 0 O
P=|1010}), E=|0-10
00O 0 0 1
A composicao E o P tem como matriz
1 0 0
A= 0 -1 0 ],
0 0 O
que nao representa uma projecao, pois
1 00
A2=1010|#A4
000

1.d) Sejam 71, 7y e w3 trés planos de R® contendo a origem
e P, P, e P53 as respetivas projecoes ortogonais nestes planos.
Suponha que P30 P, o P; é a transformagao linear nula. Entao
os planos se interceptam em um ponto.

Verdadeiro: Se se interceptaram em mais de um ponto a
intersecao conteria uma reta r contendo a origem. Seja v # 0
o vetor diretor da reta r. Como v pertence a todos os planos,
Py(v) = Py(v) = P3y(v) = v. Logo Pso Poo Pl(v) =v #0, e a
transformacao é diferente da transformacao nula.

1.e) Dada uma base 3 = {u,v,w} de R® considere a nova
base v = {u + v+ w,u +v,u + w} de R3. Considere o vetor h
cujas coordenadas na base 3 sdo (1,1,1). Entao as coordenadas
de h na base vy sao (1/3,2/3,1/3).

Falso: Se as coordenadas de h na base -y fossem (1/3,2/3,1/3)



teriamos
h=1/3(u+v+w)+2/3(u+v)+1/3(u+w)=4/3u+v+2/3w.

Logo as coordenadas de h na base [ seriam (4/3,1,2/3) #
(1,1,1), o que fornece uma contradigao.

1.f) A matriz

é sempre inversivel (independentemente do valor de a).

Verdadeiro: O determinante da matriz é independente de a
e vale —1, logo a matriz é sempre inversivel (tem determinante
nao nulo).

1.g) Seja A uma matriz 2 x 2 inversivel. Suponha que A? =
2A. Entao det A = 2.

Falso: Como o determinante do produto é igual ao produto
dos determinantes e A? = (2I)A (I a matriz identidade), temos

20

det(A) = det(2]) = ‘ 0 2

‘:2-2:47&2.

1.h) Existe uma projegdo ortogonal P: R? — R3 tal que
P(1,1,2) = (0,1,1).

Falso: Caso existisse, teriamos que
(1,1,2) = (0,1,1) + n,

onde n é ortogonal a (0,1,1). Mas, n = (1,0,1) que ndo é
ortogonal a (0,1,1) (veja que (1,0,1)-(0,1,1) =1 # 0).

1.i) Existe uma transformagao linear T: R> — R? tal que



T(1,0,0) = (1,1), T(1,1,0) = (1,1), T(1,1,1) = (1,1).

Verdadeiro: Uma transformacao linear definida em R? est4
determinada pelas imagens de trés vetores l.i., como é o caso.

De fato, a matriz de T" é
100
100/

Verifique (aplique a matriz aos vetores (1,0,0), (1,1,0) e (1,1, 1)
e veja que o resultado sempre é o vetor (1, 1)).

Itens | V| F | N
l.a F
1.b F
l.c F
1d |V
l.e F
1.f |V
l.g F
1.h F
1i |V
2) Estude quais das matrizes
2.a)
111
111],
111
2.b)

(371).



representam uma projecao (ortogonal ou néLo) ou um espel-
hamento.

e No caso das projecoes determine se sao ou nao ortogo-
nais. No caso ortogonal, determine a reta ou o plano de
projegao, e no caso nio ortogonal a dire¢do (reta ou plano)
de projecao e o plano ou reta de projecao.

e No caso dos espelhamentos determine a reta ou o plano de
espelhamento.

Resposta: Para o item (2.a) observe que
1 11 1 11 3 3 3 111
1 11 111 ]=1333]#|111
111 111 3 33 111
Como P? = P é uma condicio necessaria para representar uma
projecao, a resposta é que P nao representa uma projecao.
Também sabemos que nao representa um espelhamento: seu

determinante é nulo (e um espelhamento tem determinante nao
nulo).

Para o item (2b) veja que a matriz tem determinante nulo,
logo nao pode representar um espelhamento. Para ver se repre-
senta uma projecao vemos que

(G-

Logo, a priori, pode ser uma projegido. Em tal caso, P(i) e P(j)
devem pertencer a reta de projecao. Logo a reta de projecao
deverd ser (¢,t), t € R. Em tal caso, deveriamos ter P(1,1) =
(1,1) (o que acontece, verifique).



Os vetores paralelos & direcao de projecao devem verificar
P(z,y) = (0,0). Para determinar esta direcdo resolvemos o

sistema
2 —1 T T
(22)(0)=(5) =0

Logo a diregdo de projecdo é (1,2). A resposta é: a matriz
representa uma projecdo na reta (t,t), t € R, na diregio do
vetor (1,2).

3) Considere a proje¢do P no plano 7: z +y — z = 0 na
diregdo do vetor (1,—1,—1).

3.a) Considere o vetor u = (4, —1,1) = (2, -2, -2)+ (2,1, 3)
(onde (2,1,3) € m). Sem determinar a matriz de P, calcule
P(u).

3.b) Determine a matriz de P.

3.c) Sejam M a projecdo ortogonal na reta (¢, —t,—t) e N
a projecao ortogonal no plano 7: x — y — z = 0. Determine as
matrizes de M e N.

3.d) Determine as matrizes de Po M e M o P.

Resposta: Para o primeiro item observe que P(2,—-2,—2) =0
(pois (2, —2, —2) é paralelo a diregao de projecao) e que P(2,1,3) =
(2,1,3) (pois (2,1,3) pertence ao plano de projecdao). Logo,
como P é linear,

P(u) = P(4,-1,1) = P(2,—2,-2) + P(2,1,3) = (2,1,3).

Para determinar a matriz de P escolhemos uma base de 7
(por exemplo (1,0,1) e (0,1, 1)) e acrescentamos o vetor (1, —1, —1)



para obter uma base de R3. Para cada vetor v escrevemos
v=2(1,0,1)4+y(0,1,1) + 2(1, -1, —-1).
Entao, pelos argumentos do primeiro item, temos,
P(v) =2(1,0,1) +y(0,1,1).
Temos,
(1,0,0) = 2(1,0,1) + y(0,1,1) + 2(1, -1, —1).

Logo,
l=z+4+2 0=y—2 0O0=z+y-—-=z

Logox =0, z=1e y = 1. Portanto,
P(1,0,0) = (0,1,1).
Analogamente,
(0,1,0) = z(1,0,1) + y(0,1,1) + 2(1, -1, —1).

Logo
O=z+2 1=y—2 O0=z+y-—-=z.

Logo z = —1, z =1 e y = 2. Portanto,
P(0,1,0) = (—1,2,1).
Finalmente,
(0,0,1) = 2(1,0,1) + y(0,1,1) + 2(1, -1, —-1).

Logo
O=2+2 0=y—2 1l=x+4+y—-=z.



Logoxz =1, 2= —1 e y = —1. Portanto,
P(0,0,1) =(1,-1,0).

A matriz de P é

0 -1 1
1 2 -1
1 1 0

Para o terceiro item observe que M + N = Id. O vetor
diretor unitario na direcao da reta de projegao de M é v =

(1/v/3,—1/4/3,—1/4/3). Portanto,

M(u) = (u-v)v,
Logo
M(1,0,0) =(1/3,-1/3,-1/3),
M(0,1,0) = M(0,0,1)=(-1/3,1/3,1/3).
Portanto,
1/3 —-1/3 —1/3 1 1 -1 -1
M=1-1/3 1/3 1/3 =3 -1 1 1
-1/3 1/3 1/3 -1 1 1
Finalmente,
2/3 1/3 1/3
N=Id-M, N=|1/3 2/3 -1/3
1/3 —-1/3 2/3

Para o dltimo item observamos que a matriz de P o M é:

0 -1 1 1/3 —1/3 —1/3 000
1 2 -1 ~1/3 1/3 1/3 |=(o000
1 1 0 ~1/3 1/3 1/3 000



De fato, nao é necessario fazer caculos. Considere uma base
{e, f,v}, onde v é a diregdo de projecdo de P (e ao mesmo tempo
o vetor da reta de projegdo de M) e e e f sdo vetores paralelos
ao plano de projecdo de P. Temos M(e) = ov e M(f) = v.
Logo

PoM(e)=0P(v)=0, PoM(f)=AP(v)=0.

Respeito ao vetor v, M(v) = v e P(M(v)) = P(v) = 0. Como
P o M transforma os elementos da base no vetor zero, temos que
P o M é transformagao linear nula.

Para calcular a matriz de M o P escrevemos

1/3 —1/3 —1/3 0 -1 1
~1/3 1/3 1/3 1 2 -1 |=
~1/3 1/3 1/3 1 1 0

—2/3 —4/3 2/3

= 2/3 4/3 -2/3
2/3  4/3 —2/3

4) Seja [ a base formada pelos vetores {(1,1,1), (1,0,1),(0,1,1)}.

4.a) Verifique que 3 é uma base.

4.b) Determine as coordenadas do vetor v = (1,2, 3) na base
B.

4.c) Seja S a transformagao linear definida por

S(u) =ux (1,1,1).



Calcule a matriz deS.

4.d) Determine se a matriz de S é inversivel e em caso afir-
mativo determine sua inversa.

Resposta: Para o item (a) é suficiente ver que o determinante
cujas colunas sao os vetores da base é nao nulo:

—_ =
_ O

0
1|=10-1)—1(1—-1)+0(1—0)=—1#0.
1

Para determinar as coordenadas do vetor (1,2, 3) escrevemos
(1,2,3) = z(1,1,1) + y(1,0,1) + (0,1, 1).

Logo,
l=z4y, 2=z+2 3I=zxz4+y+-=z
Escalonando obtemos:

l=z4+y, 1=-y+22=c=2

Logo z =2,y =1e x = 0. As coordenadas do vetor na base 3
sao (0,1,2)

Para determinar a matriz de S observe que

$(1,0,0) = (1,0,0) % (1,1,1) = (0,—1,1),
5(0,1,0) = (0,1,0) x (1,1,1) = (1,0, —1), .
5(0,0,1) = (0,0,1) x (1,1,1) = (—1,1,0).

Logo a matriz de S é



Finalmente S nao é inversivel. Isto pode ser visto calcu-
lando o determinante da matriz de S e vendo que é zero. Mas
nem é necessario fazer calculos, os vetores S(1,0,0), S(0,1,0)
e S(0,0,1) sdo coplanares (e portanto seu produto misto, igual
ao determinante, é nulo): todos estes vetores sdo (por defini¢ao)
ortogonais a (1,1, 1), logo estdo no plano z + y + z = 0.



