P1 de Algebra Linear I — 2003.2

Data: 15 de setembro de 2003.

Gabarito Prova Modelo

1) Decida se cada afirmagdo a seguir é verdadeira ou falsa e marque
com caneta sua resposta no quadro abaixo. Atencgao: responda todos os
itens, use ”N= nao sei” caso vocé nao saiba a resposta. Cada resposta certa
vale 0.3, cada resposta errada vale —0.1, cada resposta N vale 0. Respostas
confusas e ou rasuradas valerao —0.1.

Itens | V| F | N
l.a X
1.b | x
l.c | x
1.d | x
l.e X
1.f X
l.g | x
1.h X
1.1 X
1) | x

1.a) Considere vetores u e w de R®. Como u x u = 0, entdo se verifica

uX (uXw)=(uxu)xw=0.

Resposta: Falso. E suficiente considerar os vetores u = i = (1,0,0) e



w=j=1(0,1,0). Temos u x w =k = (0,0, 1). Portanto,
(1,0,0) x ((1,0,0) x (0,1,0)) = (1,0,0) x (0,0,1) = (0,—1,0) = —j.
Por outro lado, sempre, u x u = 0, logo a segunda igualdade sempre ¢ nula.
1.b) Sejam u, w, h e £ quatro vetores coplanares de R®. Entao se verifica
(ux w) x (¢ x h)=0.
Resposta: Verdadeiro.
Seja n o vetor normal do plano 7 paralelo aos vetores considerados. Veja

que u X w = Ane £ X h = on para certos nimeros A e o (pois estes produtos
vetorias sdo ortogonais ao plano 7). Portanto,

(ux w) x (£ x h)=(An) x (on) = (Ao)(n x n) =0.

1.c) Sejam u e w vetores de R® de mesmo mdédulo. Entdo

(u+w)-(u—w)=0.

Resposta: Verdadeiro. Veja que

(u+w)-(u—w) =v-v—v-wtw-v—w-w=(u-u) — (v -w)=
= uf! - jwf? = 0.

1.d) A érea do tridngulo de vértices A = (1,2,1), B = (0,1,1) e C =
(1,1,1) 6 1/2.

Resposta: Verdadeiro. A érea pedida ¢ a metade da drea do paralelogramo
de lados AB = (1,1,0) e AC = (0,1,0). Este paralelogramo tem &rea

(1,1,0) x (0,1,0)(0,1,0)| 1

2 2 2

1.e) Considere vetores u,w e £ ndao nulos de R?. Sejam Py(u) e Pp(w) as
projecoes ortogonais de u e w (respetivamente) no vetor £. Suponha que

Pg(u) = Pg(’w)



Entao v = w.

Resposta: Falso. Considere um vetor n nao nulo ortogonal a £ e os vetores
u=~{¢+nev=n+2l Os vetores sdo diferentes e se verifica que P(u) =
P;(w). Provemos esta afirmacao, para simplificar suporemos que £ é unitério,
entao

P(u)y=(u-f=(Ll+n)-O)L=(L-L+L-n)l ="

Analogamente, P(w) = £.
1.f) Considere a reta r; paralela ao vetor u contendo o ponto P. Con-

sidere a reta ro paralela ao vetor w contendo o ponto (). Suponha que o
produto misto

PQ - (uxw)=0.
Entao as retas se interceptam.

Resposta: Falsa. A afirmacgao somente é verdadeira quando as retas nao sao
paralelas. Por exemplo, considere as retas (¢,0,0),t € R e (s,1,0), s € R a
distancia entre as retas é um e, como seus vetores diretores sao paralelos, o
produto misto anterior é nulo.

1.g) Considere os vetores
u=(111,222,333) e w= (5467 + 111¢,9156789 + 222¢, 1543 + 333t).

O produto vetorial u X w é independente de .

Resposta: Verdadeiro. Considere o vetor £ = (5467, 9156789, 1543) e obser-
ve que w = ¢ + tu. Portanto

uxw=uX l+tu)=uxl+tuxu) =ux/’,
que é independente de t.
1.h) Considere os planos de equagédo cartesianas
mr—y—z2=4 e pix—y—z=1.

A distancia entre re pé 4 —1=3.

Resposta: Falso. A distancia pedida é obtida considerando um ponto qual-
quer P de m, por exemplo P = (4,0,0), e um ponto qualquer @ de p, por



exemplo @ = (1,0,0), e a distancia é o médulo do vetor

W } (L _15 _1)
(1,-1,-1)-(1,—1,—1)

- (1,—-1,-1
(3’0’ 0) ( Y Y ) 1 _1 _1

=L =D =53 5@ -1,y b

O médulo do vetor resultante (1, —1,—1) é v/3 # 3.

1.i) Considere os pontos P = (a,b,c) e (—P) = (—a,—b,—c) e o plano
m:axr + by + cz = d. Se as distancias de P e (—P) a 7 sdo iguais entdo o
plano 7 contem a origem.

Resposta: Falso. Considere os pontos (1,0,0) e (—1,0,0) e o plano z = 1.
As distancias dos pontos ao plano sao iguais (no caso 1) e o plano nao contem
a origem.

1.j) Considere um ponto P = (p1, p2,p3) e o plano w. Sejam R um ponto
de 7 e n o vetor normal de 7. Seja w = (w1, wa, w3) 0 vetor projegdo ortogonal
de PRem n. O ponto T = P + w,

T = (p1 + w1, p2 + we, p3 + w3),

é o ponto de m mais préximo de P.

Resposta: Verdadeiro. Por construcao o ponto 7" pertence a 7 e os pontos
P, T e R formam um triangulo retangulo. Logo PT é ortogonal ame T é o
ponto de intersecao da reta perpendicular a m contendo P.

2) Considere o plano de equagio cartesiana
mrr—y—z=1
e os pontos A = (2,1,0) e B=(1,0,0) do plano 7.
a) Determine o vetor AB.
b) Determine um vetor w paralelo ao plano 7 e ortogonal ao vetor AB.
¢) Determine um vetor u paralelo a w e de mesmo médulo que o vetor AB.

d) Determine as coordenadas de pontos C' e D tais que A, B,C, e D sao os
vértices de um quadrado contido no plano 7.



Respostas:
a) As coordenadas do vetor AB sio B — A, ou seja

AB = (1,0,0) — (2,1,0) = (=1, -1,0).

b) Como o vetor w é paralelo ao plano w, entdo o vetor w é ortogonal ao
vetor n normal do plano, n = (1,—1,1). Como também é ortogonal a AB,
temos que w é paralelo a AB x n = (=1,-1,0) x (1,—1,1). Portanto

i j k

-1 -1 0 |=(1,-1,2).

1 -1 -1

¢) O mdédulo do vetor w é V6. O médulo do vetor AB é /2. Para obter o
vetor u é suficiente considerar um vetor unitdrio paralelo a w, no caso

NG (1/v6,—1/v6,2/\/6)

e multiplica-lo pelo médulo /2 de AB. Obtemos o vetor

" 61“ (Va/VB. —v/3/VB.2V2IVE) = (1/v/3, —1/v/3.2/3/3).

d) Observe que, como u € paralelo a 7 e os pontos A e B pertencem ao plano

, 08 pontos C = A+wu e D = B+u pertencem a 7. Também temos que, por
onstrugao AC = BD = u é ortogonal a AB. Logo estes pontos determinam
um retangulo. Como AC =u e u e AB tém o mesmo médulo, que é igual a
V/2, assim o retangulo é um quadrado. Portanto

=(2+1/V3,1-1/v3,2/V3), D=(1+1/V3,-1/V3,2/V3).

3) Considere a reta r; de equagdes paramétricas
r:(t+1,36t—2) teR
e a reta ro de equacoes cartesianas

r—z=1, x+2y—3z2=3.



a) Escreva a reta r; como interse¢do de dois planos 7 e p (escritos em
equagbes cartesianas) tais que 7 seja paralelo ao eixo X e p seja paralelo
ao eixo Z.

b) Determine uma equagio paramétrica da reta ro.

c¢) Determine a posigao relativa das retas 71 e ro (reversas, paralelas ou se
interceptam).

d) Calcule a distancia d entre as retas r; e ro.

Respostas:

a) Observe que dois vetores parelalos ao plano 7 sao o vetor (1,0,0) (o vetor
diretor do eixo X) e o vetor (1,3,1) (o vetor diretor da reta). Portanto, o
vetor normal do plano 7 é paralelo a

ij k
(1,3,1) x (1,0,0) | 1 3 1 | =(0,1,-3).
100

Portanto, o plano 7 é da forma,

onde d é determinado pela condi¢ao, (1,0,—2) € 7, ou seja, 3(—2) = 6 = d.
Logo m: —y+ 3z = —6.

Analogamente, dois vetores parelalos ao plano p sdo o vetor (0,0,1) (o
vetor diretor do eixo Z) e o vetor (1,3, 1) (o vetor diretor da reta). Portanto,
o vetor normal do plano 7 é paralelo a

i j k
(1,3,1) x (0,0,1)| 1 3 1 |=(3,—1,0).
0 01
Portanto, o plano p é da forma,
3r —y =d,

onde d é determinado pela condigdo, (1,0,—2) € 7, ou seja, 3 = d. Logo
p:3xr —y=3.



b) Uma possibilidade é resolver o sistema de equagdes: escolhemos z como
pardmetro e temos £ = 1 + z = 1 + ¢t. Substituindo na segunda equagao:

y=0B+3z—2)/2=03+3t—-t—-1)/2=t+1.

Logo,
ro: (14t 1+1,t), teR

Outra possibilidade é determinar o vetor diretor da reta, obtido como o pro-
duto vetorial dos vetores normais dos planos dados, (1,0, —1) x (1,2,—-3) =
(2,2,2), ou seja podemos escolher (1,1,1). Agora é suficiente escolher um
ponto que pertenca aos dois planos, por exemplo x =0, 2z = =1 e y = 0,
obtendo

ro: (t,t,—1+1), teR

c) e d) Como os vetores diretores das retas ndo sao paralelos, as retas ou sao
reversas ou se interceptam.

Para resolver este item podemos ou calcular a distancia ou ver se as retas
se interceptam. Vejamos primeiro o iltimo método: devemos ver se o sistema

1+s=14+1t 3t=1+s, t—2=s,

tem solugao. Da primeira equagao t = s e da ultima 2 = 0!. Logo o sistema
nao tem solugdo e as retas sao reversas.
Outro método consiste em calcular a distancia d entre as retas:

PQ - (131) (1,1,1)
(1,3,1) x (1,1, 1)]

onde P é um ponto de r; (por exemplo, P = (1,0,—2)) e ) é um ponto de
9 (por exemplo, @ = (1,1,0)), logo PQ = (0,1,2). Temos

(1,3,1) x (1,1,1) = (2,0, —-2),
e (0,1,2)-(2,0,—2) = —4. Logo d = 4//8 = V2.

Logo as retas sdo reversas e a distancia é v/2.

g

Outro método para resolver o problema é procurar pontos

A=(1+4s,3s,s—2)€r, e B=(1+4+t1+tt)E€re



tais que o médulo do vetor AB seja a distancia entre as duas retas. Este
vetor, L
AB=(t—s,1+t—3s,t—s+2)

deve ser ortogonal a 71 e ry, ou seja

(t—s,1+t—3s,t—s+2)-(1,3,1)=0, 5t—3s= -5,
(t—s,14+t—3st—s+2)(1,1,1)=0, 3t—55=—3.

A tnica solu¢do do sistema é s = 0 e ¢ = —1. Obtemos os pontos A =
(1,0,—2) e B=(0,0,1), logo AB = (—1,0,1). O médulo deste vetor é v/2.

4) Considere os pontos A =(1,1,1) e B=(2,0,1).

a) Determine uma equagdo paramétrica da reta r determinada pelos pontos
AeB.

b) Determine o ponto médio M do segmento AB.

c) Determine a equagao cartesiana do plano 7 cujos pontos sao todos equi-
distantes de A e B.

d) Considere o ponto C = (19,21, 17). Determine explicitamente um ponto
D a distancia 17 de C.

e) Considere o plano p: x — y + z = 0. Determine a equacdo cartesiana de
um plano 7 a distancia 5 de p.

Respostas:

a) O vetor diretor de 7 é o vetor AB = (1,—1,0). Como um ponto da reta
é A= (1,1,1), temos

ri(1+t,1-1t1), teR

b) O ponto médio M tem coordenadas (A + B)/2. Ou de outra forma
M = A+ AB/2. Obtemos: M = (3/2,1/2,1).

c) O plano 7 deve ser normal ao vetor AB = (1,—1,0). Logo é da forma
x —1y =d. Como M pertence a 7 temos

mrx—y=1.



d) Os seis pontos mais simples sao D = (36,21,17), D = (2,21,17), D =
(19,4,17), D = (19,38,17), D = (19,21,0) e D = (19,21, 34).

e) O plano p deve ser paralelo p: z —y + z = 0. Logo é da forma
TiTr—y+z=d.
Para determinar d vemos que a distancia d entre 7 e 7 é o modulo do vetor

= 1,-1,1)=P _ P
’ (1’ _1a ]-) . (1, _1, 1) ( ’ ’ ) ro‘]n—(l,—l,l) Q7

onde P é um ponto de 7 (a origem, por exemplo), @ é um ponto de T (o
ponto (d,0,0)), n é o vetor normal ao plano e Proj,_(; _1,1)PQ é a projecdo
ortogonal no vetor n, Temos PQ = (d,0,0) e
d
v=12(1,-1,1).
2(,-1,1)

O médulo do vetor é d/+/3. Como queremos que a distincia seja 5, temos

= &£5.

Sl

Portanto, 7: x — y + z = £5/3.



