P1 de Algebra Linear I — 2012.2

1 de setembro de 2012.

Gabarito

1) Determine:

(a) Os valores reais de a e b para que a interse¢ao dos planos «, f e v de
equacoes cartesianas

a:rx+4y+3z2=2, [:3x4+6y+52=2 e v: :2x+5y+az=>
seja uma reta r.
(b) O valor do determinante da matriz

a b c
A= 2a 2b+1 2¢c+2
3a 3b+2 3c+3

sabendo que
a=123, b=345 e c=>56T.

Resposta:

(a) Escalonando a matriz ampliada do sistema formado pelos planos «,
e v (se v. prefer, pode escalonar os sistemas, o que é exatamente o mesmo
somente acrescentando z,y, z) tem-se:

1 4 3 2 1 3
<— [ 0 —6 —4 —4 | <= 10 3 2
0 -3 a—6 b—4 0 6
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1 4 3 2
<— [0 3 2 2
0 0 a—4 b—2

Se escrevemos as equagoes por extenso (com z,y, z) temos

le +4y +3z =2 le +4y +3z =2

3z +6y +5z =2 < 0z -6y -4z =-4

20 +5y +az =0 0z —3y +(a—6)z =b—4
lz +4y +3z =2 lz +4y +3z =2
— Or +3y +2z =2 < 0z +3y +2z =2
0z =3y +(a—6)z =b—4 0z +0y +(a—4)z =b—2.

Desta forma, para que o sistema seja possivel e indeterminado (intersegao
em infinitos pontos) deve-se ter a ultima linha formada por zeros, isto é, a = 4
eb=2.

(b) Aplicaremos propriedades dos determinantes nas linhas da matriz A. O
valor do determinante nao muda se fazemos as operagoes elementares II linha
- 2 Ilinha e III linha - 3 I linha. Temos:

a b c a b ¢
2 2b+1 2¢+2|=|0 1 2
3a 3b+2 3¢+3 0 2 3

Desenvolvendo pela primeira coluna obtemos

=a(3—4)=—a.

O O
N = o~
w N o

Logo o determinante da matriz A vale —123

2) Considere os vetores @ = (0,1,—1) e @ = (2, k,0) de R?, onde k € R.

(a) Determine todos os possiveis valores de k& de modo que os vetores U e
+ sejam perpendiculares.



(b) Determine todos os possiveis valores de k de modo que a projecao
ortogonal do vetor W sobre o vetor W seja igual ao vetor —5

(c) Determine todos os possiveis valores de k& de modo que o angulo entre
os vetores U e W seja de 60°.

(d) Considere o ponto P = (1,2,3) e a reta r de equagao paramétrica
r(1,=1,1)+td, teR.

Determine o ponto () da reta r mais proximo do ponto P.

Resposta:

(a) Temos U+ = (2,k+1,—1). Para que U e U + W sejam perpendi-
culares basta fazer o produto escalar entre eles igual a zero. Logo,

U (T+W)=(0,1,-1)-(2,k+1,-1)=0+k+1+1=0=k=—2.

(b) Temos
proj—w = (ﬁﬁﬁ) U =51 g (0,1,—1) = (0,=5,5) < g = —5,
portanto
k = —10.
(c) Temos

1 W0 k .
COS(GO):§:\|7|H|TJ|\:ﬂ\/m(:}%:v@r%’

portanto
4k = 8 + 2k% == 2k* = 8 <= k = 2.

(d) Seja a um plano perpendicular a reta r (portanto o vetor normal de
« é paralelo ao vetor diretor de r) que passe pelo ponto P = (1,2,3) (as
coordenadas de P satisfazem a equagao de «) . Assim,

a:y—z=d, 2—3=d, d=-1



logo
a:y—z=-—1

Nestas condigoes, o ponto () de r mais proximo de P é o ponto de in-
tersecao da reta r e o plano a. Desta forma,

(14t —(1—t)=-1=t=1/2.

Logo
Q=(1,-1/2,1/2).

3) Observe o paralelepipedo a seguir sobre o qual sabe-se que:

D
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e O plano que contém os pontos A, B e C' tem equagao cartesiana
r+y—z=—6
e é perpendicular ao plano que contém os pontos A, B e F.

e A reta que passa pelos pontos D e G tem equagao paramétrica (t,2t, —3t),
teR.



e O ponto F tem coordenadas (0,2,0).
Nestas condigoes, determine:
(a) Uma equagao cartesiana do plano que contém os pontos A, B e F.

(b) As coordenadas do ponto D.

(c) A distancia entre o plano que contém os pontos A, B e C' e o plano que
contém os pontos E, F' e G.

(d) A area do triangulo cujos vértices sao os pontos A, D e F.

Resposta:

(a) Seja mapr 0 plano que contém os pontos A, B e I e seja 7 seu vetor
normal. Observe que os vetores U = (1,1,—1) - normal do plano que contém
os pontos A, Be C-e v = (1,2, —3) - diretor da reta que passa pelos pontos
D e G - sao paralelos ao plano magp . Assim,

i j k
H=Ux7T=|11 —1]|=(-1,21).
1 2 -3

Como o ponto F' = (0,2,0) pertence ao plano m4pr, tem-se que sua equagao
cartesiana é
Tapr: —T+2y+2z=4.

(b) O ponto D é o ponto de interse¢ao da reta rpg que contém os pontos D
e G com o plano mapc que contém os pontos A, B e C'. Assim,

(t)+ (2t) — (=3t) = -6 =t =—1.
Logo D(—1,-2,3).
(c) Seja Trre o plano que contém os pontos E, F' e G. Observe que o plano
Tera ¢ paralelo ao plano m4pc e contém o ponto F'. Logo, tem-se que

7TEF(;I[E—|—Z/—Z:2.



Escolhemos os pontos P(2,0,0) do plano mgrg € Q(—6,0,0) do plano
Tapc € consideramos o vetor PQ) = (—8,0,0). Assim, a distancia d entre
esses planos pode ser calculada da seguinte forma:

L_IPQ-(L1,-1) 8
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(d) Observe que a reta rap que contém A e F é paralela a reta rpg que
contém D e GG e passa pelo ponto F. Logo

rap: (0,2,0)+1¢(1,2,-3), teR.

Assim, o ponto A é o ponto de intersecao da reta r,r com o plano mw4pc, ou
seja,
(t)+ (2+2t) — (=3t) = -6 =1t =—4/3.

Logo
A=(-4/3,-2/3,4).

A area do triangulo cujos vértices sao A, D e F, pode ser calculada da
seguinte forma: Consideramos os vetores

FA=(-4/3,-8/3,4), FD = (-1,-4,3)

e o seu produto vetorial

i j k
FAxFD=| —4/3 —8/3 4 || =(8,0,8/3).
-1 -4 3

A drea S do triangulo ¢ a metade da drea do paralelogramo gerado pelos
vetores FA e FD que é o médulo de FA x FD = (8,0,8/3). Ou seja,

64 /640 810 410
25 =[64+ 5 =5~ = \é_ - Sz\/T_.

4) Decida se cada uma das afirmacoes a seguir é falsa ou verdadeira. Justi-
fique cuidadosamente.



(a) Existem vetores nao nulos U e de ]1%3> que verificam simultaneamente
ascondigéesﬁ-ﬁzOeﬁxE?: 0.

%
(b) Se U e W sdo vetores nao nulos de R3 tais que @ x w = 0, entdo se

verifica
W =] )

onde || ¥ ||, denota o médulo do vetor .

(c) Se W e W sdo vetores de R? entdo se verifica

ﬁx(ﬁxﬁ):(ﬁxﬁ)xﬁzﬁxﬁzﬁ.

Resposta:

(a) FALSO.
Observe que

U = | cosd,

onde 6 é o angulo formado pelos vetores % e W. Como o produto escalar
entre @ e W é zero e | W ||# 0 #| @ || tem-se que cos# = 0, portanto
0 =m/20u6=37m/2.

Assim

I % W& [|I=] & ||| @ || sen6] =|| @ [[I| @ || 0.

— ~ . . .
Logo @ x W # 0. Portanto ndo existem vetores @ e W que verifiquem tais
condicoes.

(b) FALSO.

. - . . ~
A condigao U x W = 0 indica que os vetores U e W sdo paralelos,
mas eles podem formar um angulo de 7 e dessa forma o produto escalar

entre eles seria negativo. Considere por exemplo os vetores U = (1,1,1) e
W = (=1,—1,—1). Observe que

(1,1,1) - (=1, —1,—1) = —3.

Nestas condigoes tem-se que

Uxw=10



mas

1@ |=3#W o =-3.
(c) FALSO. Temos que
(ﬁxﬁ)xﬁzﬁxﬁzﬁ,
mas W X (? X 7) pode ser diferente de zero. Faga, por exemplo,
wW=i=(1,0,0), U« =j=(0,1,0).
Nestas condigoes

Tx (T xW)=ix(ixj)=ixk=—j#0.



