P1 de Algebra Linear I — 2012.1

31 de Marco de 2012.

Gabarito

1)

a) Encontre, se possivel, dois vetores nao nulos @ e v de R?® tais que os
vetores u + v e u — v tenham o mesmo maodulo.

b) Considere dois vetores u; e iy de R? que tém médulo 13, isto é, ||| =
||u2|| = 13. Calcule o produto escalar (@, + ) - (41 — u2).

c) Considere vetores nao nulos 4, v de R? e defina w = a @, o € R. Deter-
mine « para que os vetores (0 — w) e u sejam ortogonais. Note que o
valor de o depende dos vetores u e v.

Resposta:

a) Observe se deve verificar ||a + 9||> = ||u — v|[2. Isto é,
llu+o|> =(u+0) - (u+0v)=u-0+2u-0+0-0=
lu—o|? =(u—0)-(u—9)=u-u—2u-0+0-0.

Simplificando obtemos,

W-0=—u-0, 2u-v=0.

Ou seja, é suficiente que os vetores sejam ortogonais (perpendiculares). Por-

tanto, é suficiente escolher dois vetores ortogonais, por exemplo (1,1,0) e
(1,—1,0).

b) Observe que

(g + 1g) - (g — W) = Uy - Uy — Uy - Ug + U - Uy — Usg - Us.



Observe que 1y - Uy = U - uy. Portanto,
(U1 + 1g) - (Uy — Ug) = Ty - Uy — Ug - Ug = (13)* — (13)* =0

c) Temos v —w = v — au. Para que este vetor seja ortogonal a u, devemos
ter

Portanto,

2) Considere os pontos A = (1,0,1), B=1(0,2,2) e C =(2,1,2).

a) Determine uma equacao cartesiana do plano m que contém os pontos

A BeC(C.

b) Determine um ponto D tal que os pontos A, B,C' e D formem um para-
lelogramo P.

c) Determine a drea do paralelogramo P do item anterior.

Resposta:
a) Considere os vetores AB = (—1,2,1) e AC = (1,1,1). Um vetor normal

do plano 7 é

- i j k
ABxAC=|-1 2 1 |=(1,2,-3).
1 11

Portanto, a equacgao cartesiana do plano é da forma
r+2y—3z=d,

onde d é determinado pela condigcao dos pontos A, B e C pertencer a 7, ou
seja: 1+0—-3=d=-2.

b) Existem as seguintes possibilidades para o ponto D:



e ADB paralelo a CD, isto é, AB = +CD,
e AC paralelo a BD, isto é AC = +BD

No primeiro caso podemos ter

AD =AC+AB, D=B+C—-A=(0,2,2)+(2,1,2) — (1,0,1) = (1,3,3),
AD =AB-AC, D=B—-C+A=(0,2,2)—(2,1,2)+(1,0,1) = (—1,1,1).

No segundo caso podemos ter

AD =AC—-AB, D=C-B+A=(21,2)—(0,2,2) +(1,0,1) = (3,—-1,1),
AD =AB-AC, D=B-C+A=(0,2,2)—(2,1,2)+(1,0,1) =

c) A érea do paralelogramo P é o médulo do vetor AB x AC = (1,2, -3),
isto &, (1,2, —3)| = V14.

3) Considere as retas r; de equagdo paramétrica
r=14+t y=14+2t, z=142t, teR
e Ty cujas equacoes cartesianas sao
y—z=0, 2r—y=2.
a) Determine equagoes cartesianas da reta 7.

b) Determine a equagao cartesiana do plano p que contém o ponto ) =
(1,0,0) e é ortogonal a reta 7.

c) Determine, se possivel, um ponto P da reta 7o tal que a distancia entre
P e r seja1/3.

d) Considere os pontos A = (1,1,1) € r; e B = (2,2,2) € ry. Determine
um ponto C' de r; tal que o triangulo de vértices A, B, C' seja retangulo
e os lados AC' e BC' sejam seus catetos.



Resposta:

a) Temos que encontrar dois planos 7 e 7/ (néo paralelos entre si) que con-
tenham a reta rq,

Tiar+bytcz=d, T:dv+by+dz=d.

Para isso os vetores diretores dos planos devem ser ortogonais ao vetor diretor

da retas
(a,b,¢)-(1,2,2) =0, (a',b,¢)-(1,2,2)=0

e os planos devem conter um ponto do plano (por exemplo (1,1, 1). Podemos
escolher (a,b,c) = (2,—1,0) e (d/,¥',) = (0,1, —1) obtendo os planos
T 2x—y+=1, 7:y—2=0.

Logo

) 20—y =1,
e { y—z=0.

b) O vetor normal 7 do plano p é o vetor diretor de ry, 7 = (1,2,2). Logo
prr+2y+2z=d.
Como (1,0,0) € p temos

prr+2,y+2z=1.

c) Observamos que as retas 1 e ro sdo paralelas, para isso observamos que
um vetor diretor de 7, é (0,1,—1) x (2,—1,0) = (—1,—2,—2). Portanto
todos os pontos de ry estao a mesma distancia d de r; e esta distancia é a
distancia entre as retas r; e rs.

Calcularemos esta distancia. Observe que um ponto da reta ry é (1,0,0).
O ponto P da reta r; mais préximo de () € r, € a intersecao de r; e o plano
p que contém o ponto ) = (1,0,0) e é ortogonal a reta r; (ou seja, o plano
p do item anterior). A distancia entre r; e 75 é 0 médulo do vetor PQ.

Para calcular 1 N p, substituimos a equagao de r; na de p, obtendo

(I+6)+2(1+26)+2(1+2t)=1, 9t+5=1, t=—-4/9.



Portanto,
P=(1-4/9,1-8/9,1-8/9) =(5/9,1/9,1/9).

Temos agora

PO = (4/9,-1/9,-1/9)
Portanto, a distancia é \/E/9 = \/5/\/5 = \/5/3

Como as duas retas sao paralelas, todos os pontos da reta ry estao a
mesma distancia v/2/3 da reta 7;. Como 1/3 < 1/2/3 ndo existe nenhum
ponto de 7, a distancia 1/3 de 71, pois 1/3 < v/2/3.

d) Observamos novamente que as retas r; e rp sao paralelas. O ponto C
¢é obtido considerando a intersecao da reta r; e o plano a ortogonal a ry
contendo B. Em tal caso, por construcdo, AC é ortogonal a BC e estes
lados sao os catetos do triangulo.

A equacao do plano « é

a: x+ 2y + 2z =10.
A intersecao de « e r; é obtida como segue:
(I+t)+2(1+2t)+2(14+2t) =10, 9t=5, t=5/9.

Portanto o ponto C' é

C = (14/9,19/9,19/9).
Verifique que BC = (4/9,—1/9,—1/9) é ortogonal a (1,2,2) (o vetor diretor
de ry).

4)
a) Considere os planos de equagoes cartesianas
T 2x+y—z=1 7:x+3y—z=-1.

Encontre um terceiro plano 7 que contenha o ponto (1,0,0) e a in-
tersecao dos trés planos 7, 7’ e T seja uma reta.



b) Considere os planos de 7y, mo, T3 de equagoes cartesianas

m r + 2y + 3z = a
T 2v + 4y + 2z =
m3: 3xr + 2y + kz = c

Mostre que a intersecao destes trés planos sempre é um ponto, inde-
pendentemente dos valores de a, b, c e k.

Resposta:

a) O plano 7 deve conter o ponto (1,0,0) e reta r obtida como intersegao
dos planos 7w e ©’. Escalonando o sistema

r+3y—z=-1, 2x04+y—z=1,

obtemos
r+3y—z=-1, —-by+z=3.

Fazendo y =t temos
z=3+51

r=—-1-3t+3+5t=242¢.

Logo a equacao paramétrica de r é
r=2+2t, y=t, z2=3+5t, teR.

Portanto o plano contém os pontos A = (2,0,3) e B = (1,0,0) e seu vetor
normal é

BA x (2,1,5) = (1,0,3) x (2,1,5) = =(=3,1,1).

DN — -
— O e
ot w K

Portanto o plano 7 é da forma
3r—y—2z=d,
e como (1,0,0) pertence a 7 temos

3x—y—z=3.



b) Escalonaremos, substituindo a segunda equagao pela segunda menos 2 x-
primeira, e a terceira equagao pela terceira menos 3 X primeira:

r + 2y + 3z = a
0Oz + Oy — 5z b—2a
0z — 4y + (k=92 = ¢c—3a

Trocando a ordem da segunda e da terceira equagao

r + 2y + 3z = a
0z — 4y + (k—9)z = c—3a
0Oz + Oy — 5z = b—2a

temos um sistema escalonado, com solucao unica, independentemente dos
valores de a, b, c e k,

20 — b
Z = s
5
_ Ba—c+ (k—9)%2t
y= A
3a — k —9)2eLt 20, —
o a—c+( )= g2 b‘

4 )

Outra possibilidade de resolucao é ver que o determinante cujas linhas
sao os vetores normais dos planos 7y, 7wy, T3 € nao nulo:

—3(2-12)—2(1—6)+k(4—4) = =30+ 10 = 20 # 0.

W N =
DN =~ DN
T = W

Nesse caso o sistema possui solucao tnica.



