P1 de Algebra Linear I — 2011.1

2 de Abril de 2011.

Gabarito

1)
a) Considere os vetores
v=(1,-2,2) e Ty=(1,0,1).

Determine vetores w; e ws que satisfacam simultaneamente as seguin-
tes trés propriedades:

— —
e w, é paraleloa vy,

— —
e w, ¢ ortogonal a vy,

e Vo= + W
b) Considere vetores w e v de R® tais que seus médulos verificam
[wWll=1, [[V[l=4, e |[&x7| =4
Calcule o produto escalar w - v'.
c) Considere os vetores de R?
v3=(1,2,00 e v,=(0,21).
Determine, se possivel, um vetor @ tal que

TVasxw=(2,-1,1) e Vyxw=(-11,-2).

Resposta:



(a) O vetor W, é a projecdo ortogonal de v’y no vetor v, (veja a figura):

T 1,-2,2)- (1,0,1 3
W Ve L2232 (LOD (o0 3 o)
Ui U (17_272)' (17_272) 9
Portanto,
W = (1/3,-2/3,2/3).
Finalmente,

Wy ="y — Wi =(1,0,1)—(1/3,-2/3,2/3) = (2/3,2/3,1/3).
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Figura 1: Os vetores w; e ws

(b) Observe que se 6 é o angulo formado pelos vetorer W e v temos
4=|W x| = |[W]||V]|sinf| = 4|sinb)|.
Logo sinf = £1 e cosf = 0. Portanto,

WU = |W||V| cosf = 0.

(c) O vetor w é simultaneamente ortogonal aos vetores (2, —1,1) e (—1,1, —2).
Portanto, w é paralelo ao vetor

o
W

2,-1,1)x (-1,1,2)=| 2 -1 1 |=(1,3,1).



Logo w é da forma
w =t(1,3,1).

Devemos determinar o valor de ¢. Sabemos que por hipdtese se verifica

k
(2,—1,1) = (1,2,0) x £ (1,3,1) = ¢ 0|=t(2,-1,1).
1

— =
W DO e

s~z . — —
Logo t = 1. Devemos ver se esta condicao é compativel com v’y X W =
(—1,1,—2). Verificamos:

i j k
(0,2,1)x (1,3,1)=]0 2 1 |=(-1,1,-2).
1 31
Portanto,
w=(1,3,1).
2)

a) Considere os pontos A = (3,1,1), B = (2,1,2) e a reta r de equagoes
paramétricas
r:(0,3,2)+1(1,0,—1), tecR.

Para cada ponto C' da reta r calcule a area de triangulo de vértices
A,BeC.

b) Considere o plano 7 de equacao cartesiana
moy=1

e os pontos A" = (1,1,2) e B' =(2,1,1) de 7.

Determine um ponto C’ do plano 7 tal que A’, B’, C’ sejam os vértices
de um triangulo retangulo isésceles cujos catetos sao A'B’ e A’C’ (ob-
serve que |A'B'| = |A'CY|).



Resposta:
(a) Dado o ponto C(t) = (t,3,2 — t) da reta consideramos os vetores

AC(t) = (t—3,2,1—t), BA=(1,0,-1).
Sabemos que a drea A(t) do triangulo de vértices A, B e C(t) é

A(t) = % IAC(?) x BA]|.

Calculamos o produto vetorial AC(t) x BA:

i j k
AC(t)x BA=|t-3 2 1—t|=
1 0 -1

(=2, —(=t+3—1+1),-2) = (=2, -2, -2).

O médulo deste vetor é 4+ 4+4 = /12 = 2+/3. Portanto, A(t) = V3.
De fato, esta drea nao depende do ponto C(t) da reta considerado.

—_— —
(b) O vetor A’C" é perpendicular a A’B’ = (1,0, —1) (os catetos sdo perpen-
diculares) e ao vetor normal do plano 7, m = (0, 1, 0), pois o segmento A'C’
estd contido no plano. Portanto, o vetor m é paralelo a (1,0, —1)x (0,1, 0).

i j k
(1,0,-1) x (0,1,0)=| 1 0 —1 |=(1,0,1).
01 0
—_—
Logo A'C" =t(1,0,1).
— _—
Como o triangulo é isésceles ||A'C'|| = ||A'B'|],

LA = 1111, 0, DI = 11 V2 = [AB| = [1(1,0,~1)]| = V2
Portanto, temos t = +1 e
C'=A'+(1,0,1) = (1,1,2) + (1,0, 1).
Assim existem duas possibilidades:

C'=(2,1,3) (set=1), C'=(0,1,1) (se t = —1).



3) Considere a reta r; de equagoes paramétricas
ri:(2t,1+t,—-1—1t), teR,
e a reta ro de equacoes cartesianas
rH+2y—22=1, z—y=2.

a) Escreva a reta r; como intersecdo de dois planos m e p (escritos em
equagoes cartesianas) tais que 7 seja paralelo ao eixo X e p seja paralelo
ao eixo Z.

b) Determine uma equagao paramétrica da reta rs.

c) Considere o ponto P = (0,1, —1) da reta ;. Encontre todos os pontos
Q da reta r; tal que a distancia entre P e Q seja 2+/6 (isto é, de forma
que o comprimento do segmento P() seja 2 \/6)

Resposta:

(a) O plano 7 é paralelo ao vetor diretor da reta, (2,1,—1), e ao vetor
i=(1,0,0). Logo seu vetor normal 7 é paralelo a

i ]
2 1 —1|=(0,—1,-1).
1

Portanto, a equacao cartesiana do plano 7 é da forma
y+z=d.
Como o ponto (0,1, —1) pertence ao plano 7, d = 0. Logo
m:y+2=0.

Analogamente, o plano p é paralelo ao vetor diretor da reta, (2,1, —1), e ao
vetor k = (0,0, 1). Logo seu vetor normal 7 é paralelo a

k
—1 | =(1,-2,0).
1

O N =~
O =



Portanto, a equacao cartesiana do plano p é da forma
r—2y=e.
Como o ponto (0,1, —1) pertende ao plano, e = —2. Logo

prr—2y=-2

(b) Escolhemos y como parametro, y = t, e temos z = 2 + t. Portanto
2z=—-14+zx+2y=—-1+2+t+2t=1+3t, z=1/2+4+3t/2.

Portanto,
(2+1t,t,1/2+3t/2), teR.

(d) Dado um ponto @ = (2¢,1+¢,—1 —t) da reta r; temos
PQ = (2t,t,—t).

Este vetor tem mdédulo

It| /6.

Queremos que |t|v/6 = 2+/6. Logo |t| = 2 e portanto t = +2. Existem duas
solucoes:

Q=(4,3,-3), (t =2), Q=(-4,-1,1), (t = -2).

4) Considere o sistema de equagoes linerares

rT+y+2z=1,
22+ y+ 0z =D,
r+2y+az=3.

a) Determine, se possivel, a e b para que o sistema nao tenha solugao.

b) Determine, se possivel, a e b para que o sistema tenha solugao tnica.



c¢) Determine, se possivel, a e b para que o sistema tenha infinitas solugoes.

Resposta: Para resolver a questao escalonamos o sistema.

r4+y+2z=I,
2x+y+0z=b,
r+2y+az=3.

r+y+2z=1,
—y—4z=b—-2, (II)-2 (I)
y+ (a—2)z=2 (III)-(T).

r+y+2z=Il,
—y—4z=b-2,
(a—6)z=b (LII)+(II).

Portanto,
e Sistema sem solugao: a =6 e b # 0.
e Sistema com solugdo tnica: a # 6 e b € R (b qualquer valor).

e Sistema com infinitas solugoes: a =6 e b = 0.



