P1 de Algebra Linear I — 2010.1

29 de abril de 2010.
Gabarito

Questao 1)

Considere o sistema linear 3 x 3:

33332 + 3333y + 3333z = a
66662 + 6667y + 6668z = b
9999z + 10.000y + 10.002z = c,

onde a, b e ¢ sao constantes.

a) Determine todos os valores de a, b e ¢ de forma que o sistema tenha uma
Unica solucao.

b) Ache tal solugao referida no item (a), em fungao de a, b e c.

Resolugao:

(a)
Escalonando o sistema, fazemos as seguintes operacgoes sobre as linhas:
L2 — L2 — 2L1 e L3 — L3 — 3L1 obtendo:

3333z + 3333y + 3333z = a

y+2z2=>b—-2a

(Y +32=c—3a.



Agora, fazemos Ly — L3 — Ly e Ly — (1/3333)L; finalmente e obtemos o
sistema escalonado:

(24 y+2=a/3333

y+2z=5b-2a

\z:c—b—a.

Assim, para quaisquer a,b e ¢, o valor de z estd univocamente determinado,
z = ¢ — b — a. Portanto, substituindo este valor de z na 2a. eq., y fica
univocamente determinado, e substituido os valores correspondentes de y e
z na la. eq., x fica univocamente determinado. Logo, os sistema tem uma
unica solucao quaiquer que sejam a, b e c.

(b)

Fazendo as substituicoes indicadas acima, obtemos:

(
x:3334a—2b+c
3333
y=3b—2c
z=c—b—a

Questao 2)

Considere o plano 7 cuja equacao cartesiana é

T+ y— 2z =1
a) Ache a equagao vetorial da reta r que é ortogonal a 7 e passa pelo ponto
P =(1,0,1).

b) Encontre o ponto () que pertence a 7 e estd o mais préximo possivel do
ponto P. Ache a distancia d de P a Q).



c) Ache a equagao cartesiana do plano p tal que: é ortogonal ao plano T,
contém a reta r e contém a reta s que passa pelo ponto () e tem vetor diretor

(2,0,1).

d) Ache explicitamente todos os pontos R da reta s tais que a drea do
triangulo PQR seja igual a v/30/6

Solugao

(a) O vetor @ = (1,1, —2), normal ao plano 7 ,é vetor diretor da reta r;
como P € 7, temos:

ro X(t)=(1,0,1)+¢1,1,-2) = (1 +¢t,t,1—-2¢t), teR.

(b) @ é a intersegao da reta r com o plano 7. Basta entdo achar o valor
de t tal que X (t) satisfaga a eq. de m. Temos:

l=(1+t)+t—2(1-2t)=6t—1=1t=1/3.
Logo @ = X (1/3) = (4/3,1/3,1/3). Entao a distancia procurada é

d = IQPI| = 1/(-1/3,-1/3,2/3)|| = V6/3.

(c) Um vetor normal ao plano p é dado por (1,1,-2) x (2,0,1) =
(1,—5,—2). Logo a eq. cartesiana de p é da forma = — 5y — 2z = ¢. Para
achar ¢, basta notar que, por exemplo, P € p, donde c =1+ 5.0 —2 = —1.
Finalmente,

p: x—95Yy—2z=-—1

(d) A érea dp triangulo PQR é dada por
1 — —
A= L1QR % QP

onde R(t) = Q +t(2,0,1). Assim, como Q—}é =1t(2,0,1) e
—
QP = (—1/3,—-1/3,2/3), temos:

QR x QP = 5(17 —5,-2) = §|||QR x QP||| = ?W-



Como queremos A = /30/6, que |[t| = 1 = t = £1. Assim, os pontos
procurados sao

(10/3,1/3,4/3) e (—2/3,1/3,—2/3).

Questao 3)

Decida se as afirmagoes a seguir sdo Verdadeiras ou Falsas (Justificando!)

a) Para quaisquer vetores u e v em R® temos que (v — 0).(" + v) =
11]? = [I7]]%.

b) Todo sistema linear com duas equagoes e tres incégnitas tem pelo menos
uma solucao.

c) Para quaisquer vetores @, b e T em R® temos que @ X (? x7C) =
- 7 —
(@ x b)x7c.
Solugao
a) VERDADEIRA: basta efetuar o produto:
(W =) + ) =7+ =V =[O =[P~ (]

b) FALSA: Por exemplo, o sistema 2 x 3:

r+y+z=1
T+Y+z=2,

nao tem solugao.

c) FALSA: Por exemplo,

porém



