P1 de Algebra Linear I — 2009.2

10 de setembro de 2009.
Gabarito

1) Considere o sistema linear 3 x 3:

r+y+2z2=2
20—y +3z2=2
S5 —y+az =6,

onde a é uma certa constante. Determine todos os valores de a afim de que
o sistema tenha uma unica solugao e ache tal solucao.

Resposta:

Escalonando o sistema, temos:

TH+y+22=2 T+y+22=2
2r—y+32=2 — Jy+2=2
5z —y+az =6, 6y + (10 — a)z = 4,
r+y+2z2=2
y+z2=2
(8—a)z=0.

Agora, se a = 8, o sistema se reduz a

rTH+y+22=2
3y + 2z =2,

e portanto z = 2 — 3y e x = —2 — by, i.e., o sistema tem infinitas solugoes:
(=2 —5t,t,2 —3t), teR.



Por outro lado, se a # 8, entdo z = 0, y = 2/3 e x = 4/3. Ou seja o
sistema tem solugdo tdnica para todo a # 8, sendo a solucao (4/3,2/3,0),
independente de a.

2) Considere tres vetores u, v e W em R3. Responda os items abaixo
(os itens sao independentes):

. ~ . , . — s —

a) Decida se a afirmacao seguinte é Verdadeira ou Falsa: Se v + v +w = 0,
~ = — — — — —
entao v X vV = U X W =W X u.

b) Suponha que % e o ndo sdo paralelos e que W = (v x W) — v. Se
7’| =1e ||V x W] =2, ache |||
Resposta:

a) Seﬁ—l—?—l—ﬁzﬁ,entéo,

—

- =, =
Ux(U+7T+w)=ux0=0.
i.e., uma vez que vale a distributividade,
T T DV T T -
UuXu+uxv+uxuw=0.
_ —_ o . . .
Como « x u = 0, obtemos, usando a anti-comutatividade:
— = — = — =
UXVU=—uXw=uwX u.
Analogamente, multiplicando inicialmente por ¥, se obtem as outras igual-
dades. Portanto, a afirmacao é Verdadeira.
— — —
b) Temos, lembrando que v é ortogonal a v X ', que:
— — — —
u)—v]-[(v - V] =
X +

?2:|7 TP+ |V|P=4+1=5.



3) Considere tres retas 1, ro e r3 em R? cujas equagoes vetoriais sao:
7’1:X1<t):(1—t,2t,0), tER,
TQZXQ(t):(t,O,l—t), tGR,

ra: Xs(t) = (0,2 — 2t,1), tE€R.

a) Decida se a afirmacao seguinte é Verdadeira ou Falsa: As trés retas dadas
estdao em um mesmo plano de R3.

b) Ache a equagao cartesiana do plano mencionado no item anterior.

c) Ache a drea do triangulo cujos vértices sao as intersecoes das retas dadas.

Resposta:

a) As retas se interceptam duas a duas. Achar r; Nry, corresponde a resolver
Xi(t) = Xs(s), ou seja:

l1—t=s
2t=0
0=1-—s,

q/dds=1et=0,1ie., 0ponto A=(1,0,0).
Achar r; N7y corresponde a resolver X, (t) = X3(s), ou seja:

1—t=0
2t =2 — 2s
0=s,

q/dat=1,s=0,1ie. B=(0,2,0).
Achar o N 13 corresponde a resolver Xo(t) = X3(s), ou seja:



q/dat=0,s=1,1e. C=(0,0,1).
Como os pontos A, B e C' nao sdo colineares (pertencem, respectivamente
ao eixo 0z, Oy e 0z2), eles geram um plano, ao qual as retas necessariamente

pertencem.
Logo, a afirmacao é Verdadeira.

b) Um vetor normal ao plano é dado por

- = T

i j k
UxV=|-1 2 0 |=(-2-1,-2).
1 0 -1

Logo, o plano tem eq. cartesiana 2x + y + 2z = d, e como (1,0,0) pertence
ao plano, segue que d = 2. Em suma, a eq. cartesiana do plano é:

T2x +y+2z2=2.

c) Os vértices do triangulo sdao A = (1,0,0), B = (0,0,1) e C = (0,2,0). A

S
X -
i
°
=
o
®

drea buscada é dada por S = (1/2)|
- o
SN i j k
ABxAC=|-1 0 1 [=(-2-1,-2).
-1 2 0
3
Logo, S = /9 = .
0go, 5

4) Considere o plano p cuja equagdo cartesiana é
pr2r— y+ z2=25.

Ache a equagao paramétrica da reta r que é ortogonal ao plano p e que passa
pelo ponto P pertencente ao semi-eixo positivo Oy. Calcule a distancia de P
ao ponto () de intersecao de r com p.




Resposta:

Como a reta r é ortogonal ao plano p, podemos tomar para seu vetor
diretor o vetor normal ao plano, 7 = (2, —1,1). Assim, a reta tem equacio.
vetorial da forma:

r: X(t)=P+tn, teR,

e resta determinar P. Como P estd no semi-eixo Oy positivo, segue que
é da forma P = (0,b,0), para certo b > 0, a determinar.

—
Seja Q = (a, 3,7) o ponto de intersecdo de r com p; entdo PQ = A7,
para certo A € R. Ou seja

(aa ﬁ - ba 7) = )‘(27 _]-7 1) = (2)‘7 _/\7 )‘)
Por outro lado, ||P—C>2|| =6, i.e.,
A+ (B b2 +92 = (20)? + (=A)? + A2 = 6X* = 6.
Dai que A = £1. Mas sabemos que @ = (2\,b — A\, \) e que Q € p. Logo,
220) —(b—=A)+A=5=6\A—b=05.
Se A = —1 obterfamos b = —11, q/ descartamos pois supomos b > 0. Assim,
com A = 1, obtemos b = 1, e dai que P = (0, 1,0).
Finalmente, a eq. da reta procurada é

re X(t) = (0,1,0) +¢(2,—1,1) = (2,1 — t,t), t € R.



