P1 de Algebra Linear I — 2003.1

Data: 7 de abril de 2003.

Gabarito

1) Decida se cada afirmagao a seguir é verdadeira ou falsa e marque
com caneta sua resposta no quadro abaixo. Atencgao: responda todos os
itens, use ”N= nao sei” caso vocé nao saiba a resposta. Cada resposta certa
vale 0.3, cada resposta errada vale —0.2, cada resposta N vale 0. Respostas
confusas e ou rasuradas valerao —0.2.
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1.a) Existem vetores ndo nulos % e w de R? tais que u-w =0 e uxw = 0.
Falso: Observe que
u-w = |u| |w| cosq,

onde « é o angulo formado pelos vetores w e 4. Como o produto escalar é
zero e |u| # 0 # |w|, temos que cos a = 0. Portanto, & = 7/2 ou 27/3.
Da férmula do moédulo do produto vetorial temos

|u x w| = |u| |w| |sen «.



Figura 1: Questao 1.c

Como [sena| =1 se a = 7/2 or 37/2, temos
| x | = [a @] # 0,
pois |u| # 0 # |@].

1.b) Existe a € R tal que (1,2,2) x (a,1,a) = (0,0,0).

Falso: Observe que

i
(1,2,2) x (a,1,a) = | 1 =(2a —2,—a+ 2a,1 — 2a).
a
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Para o vetor resultante ser nulo deveriamos ter (simultaneamente) a = 1,
a=0ea=1/2 o que é impossivel.

Outra possibilidade é observar que (1,2,2) X (a,1,a) = 0 se e somente se
os vetores sao paralelos, ou seja (a,1,a) = o(1,2,2), para algum o. Usando
a segunda coordenada, temos o = 1/2. Logo a = 1/2 (primeira coordenada)
e a = 1 (terceira), o que é absurdo.

1.c) Considere os vetores 4 e @ na Figura 1. Entao @ - w < 0.

Falso: Temos @ - w = |u| |w| cos a, onde « é o angulo formado pelos vetores
@ e w. Como « € (0,7/2) temos cos « > 0, e o produto escalar é positivo.

1.d) A distancia entre duas retas contidas no mesmo plano é zero.



Falso: Esta afirmacdo somente é verdadeira se as retas sao concorrentes
ou iguais. Por exemplo, as retas r; = (¢,t,t) e ro = (1 +¢,2 +t,1+ 1),
t € R sao paralelas e estao contidas no plano x — z = 0. A distancia entre
estas retas ¢ v/2 / V/3, esta distancia é obtida como segue: considere os pontos
P =1(0,0,0) e r1e @=(1,2,1) € 7y e 0 vetor diretor v = (1,1,1) de ry,
entdo a distancia d entre 1 e r9 é

PO xu| _[(=1,0,1)] _ V3

vl LY V3

1.e) Considere dois vetores @ e o de R® tais que w x v = 0. Entdo
w-v=|w||v|

Falso: A condicdo w x v = 0 implica que os vetores sao paralelos, mas
eles podem formar angulo 7, e em tal caso o produto escalar é negativo.
Por exemplo, considere os vetores & = (1,1,1) e w = (—1,—1,—1), temos
uxw=0e

u-w=—3%#|ul|t] =V3v3=3.

1.f) Considere os planos de equagoes cartesianas

T x4+ by + crz = dy,
Ty QX + be + Ccoz = dg,
m3: a3x + b3y + c3z = ds.

Suponha que
a b ¢
Qo bg Co = 0.
az by c3

Entao os planos 7y, my e 73 se interceptam ao longo de uma reta.

Falso: Ha outras possibilidades. Por exemplo os planos podem ser paralelos
e diferentes sem apresentar intersecoes, isto ocorre com os planos r+y+z = 1,
r+y+z=2ex+y+ 2z = 3. Outra possibilidade, os planos podem se
interceptar dois a dois em retas paralelas sem apresentar interse¢ao comum,
como acontece com os planoszr +y+z2 =1,z —-—y+z2z=1exz+ 2 = 5.
Outra possibilidade, dois planos sao paralelos e o terceiro intercepta os outros



planos em retas paralelas, por exemplo, os planos t+y+z =1, x+y+2z = 2
ex=3.

1.g) Considere vetores 7 e w de R®. Entédo

Ix(xw)=@Oxv)xw=0xw=0.

Falso: Considere os vetores 7 = (1,0,0) e @w = (0,1,0). Temos

7% (%) = (1,0,0) x ((1,0,0) x (0,1,0)) = (1,0,0) x (0,0,1) = (0, —1,0).

=1

Porém, sempre se verifica, (0 x 7) x 0 =0 X @0 =

1.h) Os pontos A = (2,2,2), B = (0,4,2) e C = (1,2,1) formam um
triangulo retangulo.

Verdadeiro: Os vetores correspondentes aos lados do tridngulo sao
AB = (-2,2,0), AC =(-1,0,-1), BC =(1,-2,-1).

O triangulo sera retangulo se dois destes vetores forem ortogonias (ou seja,
seu produto escalar é nulo). Como

AC-BC=-1+0+1=0,
o triangulo é retangulo e a afirmacao é verdadeira.

1.i) Os pontos A = (1,1,1), B = (2,3,2) e C = (3,2,2) formam um
triangulo equildtero.

Falso: Os vetores correspondentes aos lados do triangulo sao
AB = (1,2,1), AC=(2,1,1), BC = (1,-1,0).

O triangulo serd equildtero se os mdédulos destes vetores forem iguais, mas
isto nao acontece:

[AC] =(2,1,1)] = V6,



De fato, o triangulo é isésceles.

1.j) Considere o plano 7 de equagdes paramétricas
r=14+t—s, y=1—t+s, z=-14+2t+s,

Entao x — y — 22z = 2 é uma equacao cartesiana de 7.

Falso: Das equagbes paramétricas do plano temos que 7 = (1,—1,2) e
w = (—1,1,1) sdo vetores paralelos a m. Se a equagdo cartesiana de 7 fosse
x—y—2z=2entao (1,—1,—2) (o vetor normal de tal plano) deveria ser
perperdicular a ¥ e @, mas (1,—1,2)-(1,—1,—2) = =2 # 0.

2) Considere os pontos A = (1,0,1), B=(0,2,2) e C = (2,1, 2).
a) Determine a drea do tridngulo T" de vértices A, B e C.
b) Determine um vetor normal ao plano 7 que contém os pontos A, B e C.
c) Determine equagbes paramétricas do plano 7.
d) Determine uma equagao cartesiana do plano .

e) Determine um ponto D tal que os pontos A, B,C e D formem um para-
lelogramo P.

Resposta: Considere os vetores AB = (—1,2,1) e AC = (1,1,1). A 4rea

do tridngulo T e 1/2 da édrea de um paralelogramo R de vértices A, B e C.
Temos

- i

area(R) = [AB x AC| =| —1

1

— DN e

k
1| =1@1,2-3)=V14.
1

Portanto, a drea de T é v/14/2.

Observe que no item (a) determinamos o vetor normal ao plano, obtido
como AB x AC = (1,2, —-3). Logo um vetor normal é (1,2, —3) e a equagéo
cartesiana do plano é da forma

r+2y—3z=d,



D

Figura 2: Questao 2.e

onde d é determinado pela condi¢do dos pontos A, B e C pertencer a 7, ou
seja: 1 4+0—3 =d = —2. (Observe que respondemos simultaneamente aos
itens (b) e (d)).

Para determinar as equacoes paramétricas de m devemos conhecer dois
vetores paralelos a 7 (ndo paralelos entre si) e um ponto do plano. Podemos
escolher AB = (—-1,2,1) e AC = (1,1,1) e 0 ponto A = (1,0,1). Portanto,

r=1—t+s, y=0+2t+s, z=1+t+s, t,seR

Finalmente, para o item (e), ha as seguintes possibilidades para o ponto
D:

e AB paralelo a CD, isto é, AB = +CD,
e AC paralelo a BD, isto é AC = +BD

No primeiro caso podemos ter

AD =AC+AB, D=B+C—-A=(0,2,2
AD =AB-AC, D=B-C+A=(0,2,2

~— ~—
|
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No segundo caso podemos ter

AD =AC—-AB, D=C-B+A=(2,1,2
AD =AB-AC, D=B-C+A=(0,2,2

— —



3) Considere as retas r; de equagdes paramétricas
r=1+t, y=14+2t, 2=1+4+2t, teR
e Ty cujas equacoes cartesianas sao
y—z2z=0, 2z—y=2.
a) Determine equagoes cartesianas da reta 7.
b) Determine as equagdes paramétricas de rs.

c) Determine a equacao cartesiana do plano p que contém o ponto @) =
(1,0,0) e é ortogonal a reta ry.

d) Calcule a distancia entre as retas 1 e 5.

e) Determine, se possivel, um ponto P da reta ro tal que a distancia entre
P e r seja 1/3.

f) Considere os pontos A = (1,1,1) € e B = (2,2,2) € ry. Determine um
ponto C' de r; tal que o triangulo de vértices A, B, C' seja retangulo.

Resposta: Para calcular equacoes cartesianas de r; devemos encontrar dois
planos 7 e p (em equagdes cartesianas) nao paralelos contendo a reta r. Os
vetores normais de tais planos devem ser ortogonais ao vetor diretor v de r,
onde 7 = (1,2,2). Logo podemos escolher i = (2,—1,0) e m = (0,1, —1).
Logo as equagoes dos planos sao

m:2z—y=d, p:y—z=4d.
Logo, usando que o ponto (1,1, 1) pertence a reta, temos
2¢—y=1, y—2z2=0.

Outra possibilidade é usar o método de eliminacao de parametros. Temos
t =y —x. Logo z =1+ 2(y — z). Portanto, um plano é

20 -2y +z2=1.
Também temos y = z. Logo outra possibilidade é:

20 -2y4+z2z=1, y—2=0.



Para determinar as equacoes paramétricas de r, observe que um vetor
diretor de 7o é (0,1,—1) x (2,—-1,0) = (—1,—-2,—2). Portanto, podemos
consiserar o vetor (1,2,2). Observe que um ponto da reta é (1,0,0). Logo
as equacoes paramétricas de 7o sao:

z=1+4+t, y=2t, z=2t, teR

Outra possibilidade é resolver o sistema escolhendo z = ¢ como parametro.
Temosy=z=tex=1+1/2,t€R. Logo,

zr=1+t/2, y=t, z=t, teR

Para o item (c), Observe que um vetor normal ao plano p é o vetor diretor
da reta 71, ou seja (1,2,2). Portanto, a equagao cartesiana de p é da forma

p:rx+2y+2z=d,
onde d é obtido da condicao ) € p, ou seja,

prrx+2y+22=1404+0=1=d.

O ponto P da reta r; mais préximo de ) € ry é a intersecao de 1 € o
plano p do item anterior, e a distancia entre r; e ro é 0 mddulo do vetor
PQ (que deve necessariamente ser ortogonal ao vetor diretor da reta). Para
calcular r; N p, substituimos a equacao de r; na de p, obtendo

I+t +2(1+2¢)+2(1+2t)=1, 9t+5=1, t=-4/9.
Portanto,
P=(1-4/9,1-8/9,1-8/9)=(5/9,1/9,1/9).
Temos agora L
PQ =(4/9,-1/9,-1/9)

(que é ortogonal a (1,2,2)). Portanto, a distancia é v/18/9 = v/2/V/9 =
V2/3.

Outra opgao é a seguinte, para cada ponto T' = (1+1¢1+2t1+ 2t)
da reta r; considere o vetor QT = (t,1+ 2¢,1+ 2t). O ponto de r; mais

préximo de ) é dado pela condicao

PT-(1,2,2)=0=t+2+4t+2+4t=4+09¢.



Obtendo, como acima, t = —4/9.

Como as duas retas sao paralelas, todos os pontos da reta ry estao a
mesma distancia da reta r;. Esta distancia foi calculada no item anterior e é
v/2/3. Portanto, ndo existe nenhum ponto de 7, a distincia 1/3 de r, pois

1/3 </2/3.

Observe que as retas r1 e 7o sao paralelas. O ponto C é obtido conside-
rando a intersecao da reta r; e o plano « ortogonal a r; contendo B. Em tal
caso, por construcio, AC é ortogonal a AC e sdo os catetos do tridngulo.

A equacao do plano « é

a:r+2y+ 2z =10.
A intersecao de a e r; é obtida como segue:
(1+t)+2(1+2t)+2(1+2¢t)=10, 9t=5 t=25/9.

Portanto o ponto C' é
C = (14/9,19/9,19/9).

Verifique que BC = (4/9,—1/9,—1/9) é ortogonal a (1,2,2) (o vetor diretor
de Tg).

4) Considere as retas r; e ro de equagdes paramétricas
rm=0+t1+t1+t), teR ro=(1-1¢2t1+2t), teR

a) Determine a posigao relativa das retas r; e ro (paralelas, concorrentes,
reversas).

b) Caso as retas sejam reversas calcule sua distancia. Se sdo concorrentes
seu ponto de intersecao, e se sao paralelas o plano que contém as duas
retas.

Resposta: Certamente as retas nao sao paralelas, pois os vetores diretores
(1,1,1) e (—1,2,2) das retas r; e r, ndo sdo paralelos.

Para ver se as retas sao concorrentes o reversas devemos tentar resol-
ver o sistema (se os sistema nao possui solugdo as retas serao reversas, e
concorrentes em caso contrario).

1+4t=1—-5s, 1+t=2s, 1+t=142s



Das duas primeiras equagoes temos 1 — s = 2s, s = 1/3 et = —1/3. Mas
estes valores ndo verificam a tltima equagdo: 2/3 # 5/3. Logo as retas sdo
reversas.

Para calcular a distancia d usaremos a seguinte férmula: escolhemos
pontos P em r; (por exemplo, P = (1,1,1)) e @ em ry (por exemplo,
Q = (1,0,1)) e consideramos o vetor QP = (0,1,0), entfo

1(0,1,0) - ((1,1,1) x (—1,2,2))|

d=
|(1a L, 1) X (_1125 2)|

Temos
(1,1,1) x (-1,2,2) = (0, -3, 3).

Portanto,

d=3/V18=3/(V9V2) =1/V2=V2/2.



