P1 de Algebra Linear I — 2001.2
Sabado, 15 de setembro de 2001.
Gabarito

1) Sejam u e v vetores unitarios de R®.

a) Suponha que (u+v)-(u+v) = (u—v)-(u—w). Calcule o angulo formado
pelos vetores u e v.

b) Suponha que (u+v)- (u+v) = (u—2v)- (u—v)+2+/2. Calcule o angulo
formado pelos vetores u e v.

¢) Suponha que u x v =0 = (0,0,0). Calcule |u - v|.
d) Considere um vetor n. Sabendo que n - (u X v) =5, calcule v - (n X u)

e) Considere um vetor nao nulo n. Calcule u - (n x n).

Resposta:

a) Pelas propriedades do produto escalar, (u +v) - (u +v) = u - (u + v) +
v-(u+v)=uv-u+u-v+v-u+wv-v. Como u e v sdo vetores unitdrios,
u-u=7v-v =1 Lembre também que u-v = v - u. Logo,

(u+v) - (u+v)=2+2u-w.

Analogamente, (u—v)-(u—v) = u-(u—v)—v-(u—v) = v-U—U-V—V-U+V-V.
Como u e v sao vetores unitarios, u - u = v -v = 1. Lembre também que
u-v =v-u. Logo,

(u—2v)-(u—v)=2-2u-v.

Usando que (u+v) - (u+v) = (u —v) - (u—v), temos
242u-v=2—-2u-v, 4du-v=0, uv-v=0

Como u - v = |u||v| cosa = cos @, onde « é o angulo formado pelos vetores,
temos que cosa = 0, e os vetores sao ortogonais (angulo 7/2 ou —r/2).



b) Pelos calculos ja feitos, (u+v)-(u+v) = 242 u-ve (u—v)-(u—v) = 2—2u-v.
Logo a igualdade pode ser reescrita como

2+2u-v:2—2u-v+2\/§, 2u-v:—2u-v+2\/§, du - v = 2v/2.

Isto é,

u-v=1v2/2.

Novamente, u - v = |u||v|cosa = cosa = v/2/2, onde a é o angulo formado
pelos vetores, temos que cosa = 1/2/2, e os vetores formao um angulo de
+7/4.

c) Observe que |u x v| = |u||v|sena = sena = 0, onde « é o angulo formado
pelos vetores. Logo o = m ou o = 0, e 0s vetores sdo paralelos. Portanto,
lu - v| = |ul|v]| cos(0) = 1.

d) Pelas propriedades do produto vetorial:

v-(nxu)=-n-(vxu)=—(—n-(uxv))=n-(uxv)=>5
e) Observe n x n = 0, pois |n X n| = |n||n|sen(0) = 0. Logo u - (n X n) =
u-0=0.

2) Considere o plano 7: z —y + z = 2.

a) Determine a equagdo cartesiana do plano p paralelo a 7 que contém a
origem.

b) Determine as equagdes paramétricas de 7.
c) Calcule a distancia entre os planos 7 e p.
d) Calcule o ponto de p mais préximo do ponto (1,0,1) de 7.

e) Determine um tridngulo retangulo com dois vértices em 7 e um vértice
em p.

Resposta:

a) O vetor normal de 7 é (1,—1,1). Como p é paralelo a w, 7 e p tém o
mesmo vetor normal, logo é da forma, x — y + 2z = d. Para determinar d
usamos que (0,0,0) pertence ao plano p, logod =0e p: z —y+ 2z = 0.
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b) Para determinar as equagdes paramétricas de = devemos encontrar um
ponto P de 7 e dois vetores u e v paralelos a este plano, isto é, ortogonais a
(1,—1,1), e nao paralelos entre si.

Podemos tomar P = (1,0,1), u = (1,1,0) (verificau-n =0) ev = (0,1, 1)
(verifica v - n = 0).

Uma equacgao paramétrica é

=1+t y=0+4+t+s, z=1+s, t,s e R

Observe que existem outras equacoes paramétricas de m: o ponto ) =
(2,1,1) pertence a 7 e os vetores (1,2,1) e (1,7,6) sdo paralelos a 7 (veja
que o produto escalar destes vetores por n é zero). Logo, outra equagao
paramétrica de 7 é

r=24+t+s, y=24+2t+7s, z=1+1t+6s, t,s e R

Outra forma de resolver a questao é escolher z e y como parametros (¢ e
s) e escrever z, em fun¢ao destes pardmetros: —y+2z = 2, logot —s+2z = 2,
z=2—1t+s,

r=t, y=s, z2=2-—1t+s, t,s € R

c) A distancia entre os planos é igual a distancia de qualquer ponto @ (por ex-
emplo a origem) de p a m. Calcularemos esta distancia usando dois métodos.

Método 1: Considere o ponto P = (1,0,1) de m. A distancia é o
mddulo da projecdo do vetor QP = (1,0,1) no vetor normal do plano ,

m = (1/v/3,-1/v/3,1/4/3). O vetor projecio é

[(L Oa 1) ) (1/\/3, —1/\/3, 1/\/?_’)](1/\/5’ _1/\/§’ 1/\/3) =
=2/v3(1/V/3,-1/\/3,1/v/3) = (2/3,-2/3,2/3).

Este vetor tem médulo v/12/3 = 2/+/3.

Método 2: Calcularemos o ponto 71" de intersecao do plano 7 e da reta
r perperdicular a 7 contendo (0,0,0) € p. A distancia é comprimento do
segmento 07'.

A retar é (t,—t,t), t € R. Logo para obter o ponto de interse¢ao resolve-
mos,

t—(—t)+t=2 t=2/3, T=(2/3,-2/3,2/3).



Observe agora que o tamanho do segmento j4 foi calculado no item anterior.

d) Para calcular o ponto mais préximo de A = (1,0,1) do plano p consider-
amos a intersecao da reta s perpendicular a p contendo A e o préprio plano
p. A reta s tem equacdo, (1+t,—t,1+1t),t € R. O ponto de interse¢io de
s e p é obtido resolvendo

1+t)—(-t)Q1+t)=0, 3t=-2, t=-2/3.

Logo o ponto ¢ (1/3,2/3,1/3).

Existe outro método diferente. E suficiente observar que o vetor projecao
de QP em (1,—1,1) é (2/3,—2/3,2/3). Portanto, dado qualquer ponto B de
7 se verifica que C = B — (2/3,-2/3,2/3) € p e que C é o ponto de p mais
préximo de B. No nosso caso, (1,0,1) —(2/3,-2/3,2/3) = (1/3,-2/3,1/3).
e) Observe que o tridngulo com vértices B = (1/3,2/3,1/3) € p, A =
(1,0,1) € m e C (onde C é qualquer ponto de 7w, C' # A) é um tridngulo
retangulo: o vetor AB ¢ paralelo ao vetor normal do plano 7 e o vetor AC é
paralelo a , logo ortogonal a AB. Portanto, escolhemos qualquer ponto de
7 diferente de (1,0, 1), por exemplo (2, 2,2).

3) Considere a reta r; dada como interseccdo dos planos z — z = 1 e
x—y=1. Seja aretary: (t,—t,t), t € R

a) Determine um vetor diretor de r;.
b) Determine uma equagao paramétrica de 7.

c) Escreva a reta ro como intersecc¢ao de dois planos 7 e p dados em equagoes
paramétricas.

d) Calcule a distancia entre as retas 1 e 5.
e) Determine a posigao relativa das retas r1 e 7.
Resposta:
a) Sejam n = (1,0,—1) e m = (1,—1,0) os vetores normais dos planos que

definem r;. O vetor diretor de r; é v = n xm = (1,0,—-1) x (1,-1,0) =
(—1,—1,—1). Logo podemos tomar como vetor diretor (1,1, 1).



b) Existem dois métodos. Primeiro é encontrar um ponto de 71, por exemplo
(1,0,0), e a equagado é (1 +t,t,t), t € R

Outro método é resolver o sistema. Temos z = z —1ey = x — 1.
Escolhendo x como pardmetro temos, (t, —1+1t¢,—1+1), t € R. Observe que
as duas equacoes paramétricas definem a mesma reta.

Outra forma de resolver os itens anteriores é a seguinte: resolvemos o
sistema
r—z=1 z—-—y=1,

temos
z=x—1, y=z-—1.

Tomando x como parametro temos (t,t — 1,t — 1), t € R. Assim temos a
equagao paramétrica e sabemos que o vetor diretor é (1,1, 1).

c¢) Devemos escolher dois planos p e 7 que ndo sejam paralelos e contenham
a r9. Como o ponto A = (1,1,1) & r9, 0 ponto A e ry determinam um plano
que contém a ry. Dois vetores paralelos a este plano sdo 04 = (1,1,1) e
(1,—1,1), e um ponto é a origem, logo a equagao paramétrica de 7 é

r=s+t, y=s—t, z=s+1t s,tekR

Para determinar o plano p escolhemos um ponto B que nao pertenca a
7, por exemplo, B = (1,0,0). Observe que se B € 7 entao

l=s+t, 0=s5—-1t, 0=s+1t,

logo, das duas ultimas equagoes, s =t e 2t =0, logo s=t=0,e 1 # 0+ 0.

Raciocinanco como no caso de m, Como B = (1,0,0) & 73, o ponto B
e ro determinam um plano que contém a ry. Dois vetores paralelos a este
plano sdo 0B(1,0,0) e (1,—1,1), e um ponto é a origem, logo a equacio
paramétrica de 7w é

r=s+t, y=-t, z=+t, s,telk

d) Para calcular a distancia entre as retas escolhemos um ponto P = (1,0, 0)
de r1, um ponto @ = (0,0,0) de ry e os vetores diretores das duas retas,
(1,1,1) e (1,—1,1). Sabemos que a distancia d é dada por

(1,11 x(1,-1,1))|
i :

‘= ) x (L L1

|OP-((1,1,1) x (1,—-1,1))| _ [(1,0,0
(

)-
||(1,1,1)X(1,—1,1)H B H 1

)



Temos
(1,1,1)x(1,-1,1) = (2,0,=2), [|(2,0,=2)|| = V22 + 02 + 22 = v/8 = 2V/2.

Também,
(1,0,0) - (2,0, -2) = 2.
Logo a distancia é d = 1/v/2 = v/2/2
e) As retas sdo reversas: nao sao paralelas (vetores diretores nao paralelos)
e a distancia é nao nula.

4) Considere os planos
M x+y—z =1, me:2x+y+z=2, mw3:2x+2y—22=2, @y x+2z=3,

e a reta
T (t, 2t, 3t), t e R

a) Determine a posicao relativa de 7 e .
b) Determine a posi¢ao relativa de m; e .
c) Determine a posigao relativa de my, 7o € 4.

d) Determine a posicao relativa de 7 e r.

Resposta:

a) O vetor normal n; de m é (1,1,—1). O vetor normal ny de m é (2,1,1).
Como estes vetores ndo sdao paralelos (veja que n; # ong para todo o € R
ou que n; X ny # 0), os planos se intersectam ao longo de uma reta .

b) O vetor normal n; de m; é (1,1, —1). O vetor normal n3 de 73 é (2,2, —2).
Observe que ny = 2n;. Logo os vetores normais sdo paralelos e os planos
também. Falta ver se sdo iguais (mesmo plano) ou disjuntos. Como o ponto
(1,0,0) pertence aos dois planos, estes sao iguais. Observe que a equagao de
73 € obtida multiplicando por 2 a equacao de .

c¢) O vetor normal n; de m; é (1,1, —1). O vetor normal ny, de my é (2,1,1).
O vetor normal ny de 74 é (1,0, 2).



Observe que n; nao é paralelo a ng, que n; nao é paralelo a ng, e que ny
nao é paralelo a ns. Logo nenhum plano é paralelo ao outro.
Calculemos ny - (ng X ny),

(1,1,-1)-[(2,1,1) x (1,0,2)] = (1,1,-1) - (2,-3,-1) =2—-3+1=0.
Logo os vetores sao coplanares. Existem duas possibilidades:
(T) se o sistema admite solugao, os planos se intersectam ao longo de uma
reta,
(IT) se o sistema ndo admite solugdo, os planos se intersectam dois a dois
ao longo de trés retas paralelas entre si.

Para ver se o sistema tem solugao escalonaremos os sistema, considerando a
segunda equacao menos duas vezes a primeira e a terceira menos a primeira,

r+y—2=2, —y+32=0, —-y+3z=2
Considerando, a terceira menos a segunda, temos,
r+y—2=2, —y+32=0, 0=2

Logo o sistema nao tem solugdo, e a resposta é (II).
Outra forma de resolver a questao é a seguinte: O determinante cujas
linhas sao os vetores normais aos planos é

11 —1
21 1 |=12-0-14-1)-10-1)=2-3+1=0.
10 2

Por outra parte o determinante obtido susbtituindo a primeira linha pelos
coeficientes sem incégnitas é:

11 —1
21 1 [=12-0—1(4-3)—1(00-3)=2—-1+3#£0.
30 2

Logo o sistema nao admite solucao, e portanto os planos nao tem interseccao
comun.

Por outra parte, como ja vimos, os planos nao sao paralelos, logo se
intersectam dois a dois em retas paralelas.
d) O vetor normal n; de m; é (1,1,—1). O vetor vetor diretor v de r é
(1,2,3). Observe que v-n; = 1+2—3 = 0. Logo n; e v sdo ortogonais. Isto
significa que r e m; sdo paralelos. Como a origem (0,0,0) € r e ndo pertence
a 7, a reta e o plano sao paralelos e disjuntos.



