G3 de Algebra Linear I — 2011.1
Gabarito

Questao 1) Considere o plano
m2r—y+z=1
e as retas | e ry cujas equagoes paramétricas sao

=1+ttt 14+2t), tekR,
ro=02—-t1+t1-2t), teR.
a) Determine as equagoes cartesianas de todos os planos 7 de R? tais que a
distancia entre m e 7 seja 1.
b) Determine a distancia entre as retas rq e 5.

c¢) Determine um ponto P cuja distancia ao plano 7 seja 2.

Resposta:

(a) O plano 7 deve ser paralelo ao plano 7, portanto, deve ser da forma
T:20x —y+z=d.

Determinaremos d. Escolhemos o ponto A = (0,0,d) do plano. A distancia
entre A e m deve ser 1. A distancia entre A e 7 é igual a distacia entre A e
B, onde B é o ponto de intersecao do plano 7 e da reta

r=(2t,—t,d+t), teR,
(isto é, a reta r que contém o ponto A e é perpendicular a 7). Esta interse¢ao
ocorre para o parametro t que verifica

2(2t) — (—t) + (d+1t) =1, t:l%d.



Ou seja

B_ 2(1—d) —14+d 1+5d
N 6 6 ' 6

S 2(1—d) —1+d 1—d 6(1—d)? |1—d
|AB| = , , = = .
6 6 6 6 V6

Portanto, devemos ter

[1—df _
V6

Logo temos dois planos que verificam a condigao,

1, d=1=+06.

7'1:2x—y+z:1+\/6 e 7'2:2x—y+z:1—\/6.

(b) Para calcular a distancia entre as retas consideramos pontos A; =
(1,0,1) € 1 e Ay = (2,1,1) € ry, 0 vetor A; Ay = (1,1,0) e os vetores
diretores v; = (1,1,2) e v = (—1,1,—2) de r; e r. A distancia d entre as
retas vy e ry é

_ ‘AlAQ . (’Dl X ’172)|

d — —
|U1 X U2|

Temos

i j k

nxvp=|1 1 2 |=(-4,0,2).

-1 1 -2

Portanto,
AAy - (01 X 0g) = (1,1,0) - (—4,0,2) = —4
e
|01 X 03] = V20.

Logo

S 42
V20 V5

(c) Procuramos um ponto da forma P = (0,0, z) (que é a forma mais simples
para fazer os cédlculos). Procedendo como no primeiro item, temos que a



intersecao entre o plano 7 e a reta que contém o ponto P e é perpendicular
a 7 (esta é a reta r do item (a)) é o ponto

D 2(1—-2) =142 1+5=%
B 6 ' 6 ' 6

(somente estamos substituindo d por z) e que o vetor

- 2(1 — —1 1— 1—2)2 1—
DP| - ( z)’ —i—z) 2\| _ 6 ( z) :] 2| Y
6 6 6 6 /6

Logo
z—1=42v6, z=1+26.

Logo temos (por exemplo)

P =(0,0,1+2+6).

Questao 2) Considere as transformacoes lineares
A: R* = R? B:R> - R?

cujas matrizes na base canonica sao, respectivamente,

a=(, 1), 18- i _33 2

a) Sabendo que a matriz [A] nao é diagonalizével, que 2 é um autovalor de
A e que o vetor v = (1,1) é um autovetor de A, determine a,b e c.

b) Determine explicitamente uma matriz diagonal D e uma matriz P tais
que
[Bl]=PDP "




Resposta:

(a) Como a matriz [A] ndo é diagonalizavel o autovalor A = 2 deve ter multi-
plicidade dois (caso contrario a matriz teria dois autovalores reais diferentes
e seria diagonalizavel). Portanto, o traco de A deve ser

traco(A) =2+2=1+4¢, c=3.

a-(2)

Como (1, 1) é um autovalor associado a 2,
1 a) (1) (2
b 3) \1) \2/)°

l+a=2, a=1 e b+3=2, b=-1.

Logo

Portanto

Portanto (esta é a tnica possibilidade)

4] = (—11 é)

Verifique que, de fato, esta matriz ndo é diagonalizivel (veja que somente
é possivel obter uma autovetor linearmente independente associado a 2, e
portanto nao existe uma base de autovetores de [A]).

(b) Necessitamos calcular os autovalores e uma base de autovetores (se
possivel) de [B]. Para isso calculamos o polinomio caracteristico de B.

1-X 3 2
1 3=X 2 [=(1-X)(18=3A+X—6A+6)+
3. =3 6-A

—(18—=3X46)+3(6—-6+2\) =
=(1-XN)(24-9X+ X)) —(24-3X)+6A=
= AN +10)—24).

Portanto, as raizes sao

~10++/100 — 96
- > -

A=0, A\ 6, 4.



Portanto, sabemos que D ¢é da forma

0 0
D=10 6
00

= O O

Para determinar P necessitamos calcular os autovetores associados a 0, 6 e 4
(estes autovetores serdo as colunas da matriz P na ordem correspondente).

autovetores associados a 0: Estes autovetores sao obtidos resolvendo o
sistema

1 3 2 T 0
1 3 2 yl =101,
3 =3 6 z 0
isto é
r+3y+22=0, z4+3y+22z2=0, 3z—-3y+62=0.
Escalonando,

r+3y+22=0, —12y=0.
Logo y =0 e z = —x/2. Logo podemos escolher o autovetor (2,0, —1).

autovetores associados a 6: Estes autovetores sao obtidos resolvendo o
sistema

1-6 3 2 x 0
1 3-6 2 yl=10],
3 -3 6-6/ \z 0

isto é
—S5r+3y+22=0, z—3y+22=0, 3xr—3y=0.

Da terceira equagao obtemos, z = y e substituindo na primeira —2x+2 z = 0,
x = z. Logo © = y = z. Podemos escolher o autovetor (1,1, 1).

autovetores associados a 4: Estes autovetores sao obtidos resolvendo o
sistema

isto é

—3dr+3y+22=0, z—y+22=0, 3r—-3y+2z=0.



Somando a primeira e a terceira equagoes temos 4z =, z = 0. Portanto
x = y. Podemos escolher o autovetor (1,1, 0).

Portanto, a matriz P é da forma

2
P=120
—1

—_ = =
_O;_\)_\

Questao 3) Considere o sub-espaco vetorial W de R3 definido por

W={v=(z,y,2): c—y+22z=0}

a) Considere a transformacao linear C': R?* — R3 que verifica as seguintes
propriedades:

e Para qualquer vetor v do plano W se verifica C'(v) = 0.
e Seja [C] a matriz de C na base canonica. O traco de [C] é 2.

Determine, se possivel, uma forma diagonal de C.

b) Determine a matriz (na base canonica) de uma transformagao linear
E: R3 — R? cuja imagem seja o plano W.

c¢) Determine uma base ortonormal  de W que contenha o vetor (1 JV2,1/3/2, O) .
d) Determine as coordenadas do vetor v = (1,3,1) € W na base v de W

2 —1 1 5) 2
e {%’0%)’(@’@’«%)}'

Resposta:

(a) Como o autovalor 0 tem dois autovetores linearmente independentes
(qualquer par de vetores li. do plano W) sua multiplicidade é no minimo



dois. Note que a multiplicidade nao pode ser trés: nesse caso o trago de [C]
seria 0.
Usando que o trago de [C] é 2 obtemos que o terceiro autovalor A de C
verifica
0+0+A=2 =2

Isto implica que a matriz é diagonalizavel (dois vetores Li. do plano e um
autovetor associado a 2 formam uma base de autovetores de C') e que suas
formas diagonais sao

000 000 2 0 0
000], 02 0], 000
00 2 000 000

(b) As imagens dos vetores i, j e k devem estar contidas no plano W e gerar
dito plano. Escolhemos uma base do plano {(1,1,0),(2,0,—1)} e fazemos

E(1,0,0) = (1,1,0), FE(0,1,0) = (2,0,—1), £(0,0,1) = (0,0,0)

(por exemplo). Obviamente hd muitas mas possibilidades.... Assim temos

1 2 0
Ele=|1 0 0
0 —1 0

(c) O segundo vetor da base 7 deve ser perpendicular a (1/v/2,1/v/2,0) e
ao vetor (1,—1,2) normal do plano. Portanto, deve ser perpendicular a

i j k
(1,1,0) x (1,-1,2)=[1 1 0 |=(2 -2 -2).
1 -1 2

Ou seja paralelo a (1,—1,—1). Como a base procurada é ortonormal temos
duas possibilidades

N = {(1/\/5,1/\/5, 0), (1/\/57—1/\/5,—1/\/5)} e
n={(UV21VE0), (- 1/V3+1/VE +1/VE) ).



(d) Sejam (a, b) as coordenadas do vetor v = (1,3, 1) na base 7 de W. Entao

=+ (0 3) 4 i )

Usamos que a base v ¢ ortonormal e obtemos
2 —1 2 -1 2 -1
(1.3.1)- ( ) (_,o,_) . (—,0,—>+
V5 V5 V5 V5 AWV TVB

(i) ()

Portanto, a = 1/\/5
Analogamente,

o (G ) = (50 ) (G vm)

-
(v vw) (v v)

Portanto, b = 18/+/30. Logo

1
1,3, 1) - (— —)
(131). = (75 7
Questao 4)
a) Determine a inversa da matriz
1 11
A= 2 01
-1 2 3

b) Considere a base ortogonal de R?

B = {wl = (17 17 1)7w2 = (1707 —1),@3 = (17 _27 1)}



e a transformacao linear 7': R® — R3 definida como
T(v)=0vx(1,1,1) = v x w.

Determine a matriz [T de 1" na base f3.

Resposta:

a) Utilizaremos o método de Gauss (operagoes com linhas) para o célculo da
matriz inversa de

A

I
DO

1
0
2

W =

Inicio:

S O =
S = O

Operacoes: (II) — 2(I) e (III) + (I)

Operagao: (II)/-2

/—\ /\
o O =
. |
OJ[\,)»—*
»-Jle
—
>—~|H
—_
o = O
_ o O

Operagao: (III) — 3(II)

11 1 0 0
01 1/2 1 -1/2 0
00 5/2 —2 3/2 1
Operacao: (III) 2/5
11 1 1 0 0
01 1/2 1 -1/2 0
00 1 —4/5 3/5 2/5



Operagoes: (I)—(III) e (II)—1/2 (III)
110 9/5 —3/5 —2/5
010 7/5 —4/5 —1/5 |.
00 1 —4/5 3/5 2/5
Operacao: (I)—(II)
100 2/5 1/5 —1/5
010 7/5 —4/5 —1/5 |.
00 1 —4/5 3/5 2/5
Portanto,
2/5 1/5 —1/5 ) 2 1 -1
At=| 7/5 —4/5 —1/5 =z 7 -4 -1 |.
—4/5 3/5 2/5 -4 3 2
prova A:
1 11 . 2 1 -1
A= 2 0 1], A‘lzg 7 -4 —1 |.
-1 2 3 -4 3 2
prova B:
1 1 1 1 7 -4 -1
A=0 2 1], Al =2 2 1 -1 1.
2 —1 3 >\ -4 3 2
prova C:
11 1 L 432
A= 10 2 |, A—l_g 7T —4 —1 |.
32 -1 2 1 -1
prova D:
1 11 ] 2 1 -1
A= 2 1 0 |, A*l_g -4 3 2 .
—1 3 2 7 -4 —1



b) Observe que

Temos também

ij k
T(IIJQ) = Wy X W1 = 1 0 —-1|= (1, —2, 1) = Ws
11 1
e
i j k
T(ws)=wz3xw; = |1 =2 1|=(-3,0,3) =—-3wy
1 1 1

Escrevemos as coordenadas das imagens do vetores da base [ na base f3,

(T(wl))ﬂ = (0,0,0), (T(wg))ﬁ =(0,0,1), (T(wg))ﬂ =(0,-3,0).

Portanto, a matriz [T]g de T na base (3 é



