G4 de Algebra Linear I — 2013.1

28 de junho de 2013.

Gabarito

(1) Considere o seguinte sistema de equagoes lineares

rT—2y+z2 = a,
r—z = 0, a,b e R.
r+ay+z = b,

(a) Mostre que o sistema é possivel e determinado para a # —2.

Escalonando o sistema com as operacoes elementares, L3 — L
e Lo — L1, encontramos o sistema equivalente:

r—2y+2z = a,
2y — 2z = —a,
(a+2)y = b—a,

Assim se a # —2 temos que

B b—a
y_a+2'
Temos também
r=a+2y—=z
e como r = z obtemos
a—+ 2y
Tr=z= ,
2

obtendo um sistema possivel e determinado.



(b) Faga a = —2. Determine, se possivel, os valores de b para
que as solucoes do sistema formem um plano de R3.

Usando o sistema escalonado do item anterior temos:

rT—=2y+z = =2,
20 — 22 = 2,
Oy = b+ 2,

Teremos duas possibilidades:

e Sistema impossivel se b # —2 .

e Se b = —2 o sistema serd indeterminado e tera como solucao
uma reta, de fato

r=t—3, y=t, z=t—1.

Logo nao existe nenhum valor de b para o quals as solucoes do
sistema formem um plano de R3.

Podemos também perceber que o sistema com a = —2
rT—2y+z2z = =2,
r—z = 0,

xr—2y+z = b,

representa dois planos paralelos e coincidentes (no caso de b =
—2) interceptados pelo terceiro plano ao longo de uma reta.

(2) Considere a base y de R?

v =1{(1,0,1),(0,1,0), (1,0, -1)}



e a transformacao linear 7" : R? — R? definida por:

7(1,0,1) = (0,0,0),
7(0,1,0) = (0,1,0),
T(1,0,—1) = (1,0, —1).

(a) Mostre que v é uma base de R3.

Como temos trés vetores de R?® podemos fazer o produto
misto e verificar se os vetores geram o R? e sdao linearmente
independentes.

1
0 |=-2.

1
(1,0,1) - (0,1,0) x (1,0,—1) = | 0
10 —1

S oo

Logo como o produto misto é diferente de 0 e os vetores formam

uma base de R3.

(b) Determine a equagao cartesiana da imagem de T,

imagem(7T") = {& € R*tal que existe 7 € R® tal que T(¥) = }.

O espaco imagem é gerado pelas imagens dos vetores de uma
base. Escolhendo a base v temos que a imagem ¢é gerada por
(0,1,0) e (1,0, —1). Logo a imagem é um plano cujo vetor nor-
mal é

ij
(0,1,0) x (1,0,-1) =10 1
10

Logo a imagem da tranformacao é o plano 7 : x + 2z = 0.



(c) Determine uma base ortonormal 7 do conjunto imagem de
T. Escreva as coordenadas do vetor (1,1, —1) da imagem
de T na base n. Escreva, se possivel, as coordenadas do
vetor (0,1,1) na base 7.

Uma base ortonormal do conjunto imagem é formada por dois
vetores nao paralelos ortogonais do plano x + z = 0. Podemos
escolher entao a base

() ).

As coordenadas (a,b) do vetor (1,1, —1) na base n verificam

1 1
(1,1,-1) =a (ﬁ’o’_ﬁ> +5(0,1,0).

Como a base é ortonormal temos que

b=1(0,1,0)-(1,1,—1) = 1.
Assim (1,1,—1), = (%, 1)).
Observe que o vetor (0,1,1) ndo pertence ao plano 7 (1 #
0). Logo nao podemos escrever o vetor na base n. De fato, se

v. tenta escrever o vetor (0,1,1) na base i obterd um sistema
impossivel: nao existem (z,y) tais que

1 1
0,1,1) = (E,o, _ﬁ) +4(0,1,0).

(d) Encontre uma base (3 ortogonal de R3 formada por auto-
vetores da transformacao linear 7.



Note que os vetores da base v sao de fato autovetores de 1" e
sao ortogonais. Logo é suficiente normalizar esta base:

() oo (o))

(e) Determine a matriz [T da tranformagao linear 7" na base

5.

A base [ esta formada por trés autovetores associados a 0,1 e
1 (nessa ordem). Logo a matriz na base  é uma matriz diagonal
[D] formada pelos autovalores de [T:

T)s = D] =

o O O
o = O
— O O

(f) Determine a matriz [Q)] de mudanca de base da base canénica
para a base  do item (d).

Como ja dito anteriormente a transformacao é ortogonal-
mente diagonalizavel (possui uma base ortogonal de autoveto-
res) logo a matriz ortogonal [P], onde as colunas sdo os veto-
res da base 3, é a matriz de mudanca de base da base [ para
a canonica. Assim a matriz [P] de mudancade base da base
canonica para a base § ¢ a matriz [Q] = [P]™! = [P]’ (a dltima
afirmagao segue da orgonalidade de [P)),

1/v/2 0 1/V2
Q=1 0 1 0
1/v/2 0 —1/V2



(3) Considere a matriz [N]

2
IN] = | 1
1

— N =

1
1
2

a) Sabendo que A =4 é um autovalor de [N], determine todos
os autovalores de [N] e suas multiplicidades.

Temos que o trago de [N] (que é a soma dos autovalores)
é traco[IN] = 6 e o determinante de [N] (que é o produto dos
autovalores) é det[N] = 4. Temos entao:

{)\1+>\2+4=6,

A A d =4,
isto é,
)\1 + )\2 = 2,
A A =1,

Fazendo A\; = (2 — A1) temos
(2—=X) (X)) =2, A2—2X0+1=0, (A — 1) =0.
Assim Ay =1 e A\ =2 —1 = 1. Portanto, os autovalores sao

1 (duplo) e 4

b) Determine, se possivel, uma base ortonormal 5 de autove-
tores de [N].



Como a matriz é simétirca temos que existe uma base orto-
normal de autovetores. Calculando os autovetores de \ = 1:

211 T T
1 21 y |l=1|vy
1 1 2 z z

Obtemos o sistema:

2r+y+z=u,

r+2y+ 2=y,

rH+y+22 =z
Temos entao:

r+y+z=0,

r+y+z=0,

r+y+z=0.

Logo os autovetores associados ao autovalor 1 sao os vetores nao
nulos do plano 7 : x +y + 2 = 0.

Como a matriz é simétrica os autovetores de A = 4 sao or-
togonais aos autovetores de 1, portant perpendiculares ao plano
r+y+ 2z =0. Logo sdo paralelos a (1,1,1). V. também pode
resolver o sistema

211 T T
1 21 y | =41y
11 2 z z

Obtemos o sistema:

2r +y + z = 4x,
T+ 2y + 2z =4y,
T4+ y+ 2z =4z



Temos entao:
([ —2r+y+2=0,
¢ x—2y+2=0,
r+y—22=0.
Escalonando:
([ —2r+y+2=0,
{ —3Jy+32=0,
3y — 3z =0.
Logo os autovetores associados ao autovalor 4 sdo os vetores nao
nulos da forma (t,t,t).

Temos entdo um autovetor associado 4 é (1,1,1) (que é o

\

vetor perpendicular ao plano 7). Também temos que 1 é um
autovalor (multiplicidade &lgebrica 2) e os vetores do plano 7
nao nulos sao seus autovetores. Assim, (1,0, —1) é um autovetor
i j k
u=(1,1,1) x(1,0,-1)=|1 1 1 |=(-1,2,-1).

10 —1

é outro autovetor associado a 1.
Uma base ortonormal § formada por autovetores de T' é

) (o) G

c) Determine uma matriz [D] diagonal e uma matriz [P] tais
que
[N]=[P][D][P].

Como ja dito a matriz é simétrica, logo ortogonalmente diago-
nalizavel. Temos entao a matriz [D] diagonal formada de auto-
valores e a matriz [P] uma matriz ortogonal onde as colunas sao



os vetores da base § ortonormal de autovetores (ja encontrada
no item anterior).

400
D=0 1 o]
001
e VI VT 1V
[Pl=|1/V3 0 2//6 ] :
1/vV3 —=1/vV/2 —1/6
d) Considere a matriz [M] = [N]7!, a matriz inversa de [N].
Escreva [M] da forma

(M] = [Q][E][QI,
onde [E] é uma matriz diagonal.
Como ja sabemos temos que
V] = [P)[D] [P]""

A inversa sera:

logo
(NI =[P (D] [P

Como [D] é uma matriz diagonal temos que:

1/4 0 0
0 10].
01




Também temos

1/vV3 1/V2 —1/V6
Q=[P=|1/V3 0 2/V6
1/v/3 —1/v/2 —1/v6

e) Considere a matriz [L]

222 22 2
(L] = | 111 11 1
333 33 3

Determine todos os autovalores de [L]. Determine também
um autovalor de [L]".

O determinante da matriz det[L] = 0, pois as linhas (colunas)
sdo proporcionais. Logo temos um autovalor (A = 0). Calcula-
mos os autovetores associados a A = 0,

222 22 2 x x
111 11 1 y | =0 vy
333 33 3 z z

Obtemos o sistema:

2220 4+ 22y + 22 =0
Mlz+ 11y + 12 =0
333x + 33y +32=0

Temos entao um plano como solucao
MMz+11ly+2=0.

Logo os autovetores associados ao autovalor 0 sao os vetores nao
nulos do plano 7 : 111z + 11y + 2z = 0. Assim a multiplicidade



algébrica de A = 0 é 2 ou 3. Se fosse 3 o trago de [L] seria 0,
logo a multiplicidade é dois. Se A\ é o outro autovalor, usando o
traco temos:

0+0+X=236

Assim A = 236 com multiplicidade algébrica 1.

Como a matriz [L] é diagonalizavel, pois temos autovalores
de multiplicidade algébrica 2 e geomé trica 2 (achamos os auto-
vetores associados a 2 como vetores do plano) temos que:

00 0
(L] =[P[D"[P)7Y, [D]=[00 0
0 0 236

Os autovalores de [L]” sdo as entradas da matriz diagonal

00 O
D'=100 0
0 0 2367
Como apenas estamos interessados em um autovalor uma pos-
sibilidade é observar que se W é uma autovetor associado a 0 de
[L] entao

L7 = [LF (L)W = [L]°0 = 0.

Logo 0 é um autovetor de [L]".

(4) Decida se as afirmacoes a seguir sao verdadeiras ou falsas.

a) Uma matriz inversivel nao pode ser semelhante a uma matriz
nao inversivel.



Verdade. Duas matrizes semelhantes tém o mesmo determi-
nante. Assim se uma matriz [A] ¢ inversivel entao det[A] # 0.
Se uma matriz [B] é nao inversivel entao det[B] = 0. Portanto,
tém determinantes diferentes e nao podem ser semelhantes.

b) Seja A uma matriz de 2 x 2. Se A é semelhante a — A, entao
o unico autovalor de A é zero.

Falso. E suficiente considerar as matrizes

() (3 )

A matriz de semelhanca é

s=1517 (1 g )

Note que [S] é a matriz que leva um autovetor associado a 1 de
A (o vetor i) a um autovetor associado a 1 de —A (o vetor j) e
um autovetor associado a —1 de A (o vetor j) a um autovetor
associado a —1 de —A (o vetor i).



