G3 de Algebra Linear I — 2011.1
Gabarito

1) Seja A : R?* — R? uma transformagao linear cuja matriz na base canonica

4 -2 =2
Al=[-2 4 -2
-2 =2 4

(a) Determine todos os autovalores de A.
(b) Determine, se possivel, uma forma diagonal de A.

(c) Determine, se possivel, uma base § (escrita na base canonica) tal que a
matriz [A]s de A na base ¢ seja

[Als =

SO D
— o O
o OO

(d) Determine, se possivel, uma base v de R? formada por autovetores de
A que nao seja ortogonal.

(e) Determine se [A] é semelhante a alguma (ou algumas, ou nenhuma, ou
todas) das matrizes B, C, E a seguir

6 1 0 6 0 0 61 0
B=|os6 0], c=|050]|, E=]06 0
010 00 1 00 —1

Resposta:



(a) Para calcular os autovalores determinamos o polinémio caracteristico de
[A],
4-X =2 -2
24—\ =2 |=(4-N) ((4—)\)(4—>\)—4>
-2 -2 4-A
+2(-8+2x-4)—2(44+8-22) =
—(4— N (16—8)\+>\2—4> 18\ 48 =
—(4-)) <12—8>\+/\2) L8N 48 =
=48 = 32X+ 4N — 12X 48X = X +8) —48 =
=N +12X =362 =-A(N—12) +36) =
=-A(A—6)%.
Portanto temos A =0 e A = 6 (duplo).

(b) Estudaremos se A é diagonalizavel. Para isso veremos os autovetores
associados aos autovalores de A. Os autovetores associados a 6 sao obtidos
resolvendo o sistema

4—-6 =2 -2
-2 4-6 =2
—2 -2 4-6
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isto é
—2x—-2y—22=0, z4+y+2=0.

Portanto, os autovetores associados a 6 sao os vetores nao nulos do plano
x+y+ 2z = 0. Temos assim dois autovetores linearmente independentes.
Acrescentando um autovetor associado a 0 obteremos uma base formada por
autovetores de A. Portanto, A é diagonalizdvel.

As formas diagonais sao

6 0 0 6 0 0 000
06 0|, [ooo], o6 0
000 00 6 00 6

(c) Seja 6 = {v1,va,v3}. Temos que

A("Ul) = 6U1, A("Ug) = V2 + V3, A(’Ug) = (_)



Portanto, v; e v3 sdo autovetores de A associados a 6 e 0, respectivamente.
Escolhemos v; = (1,—1,0) (veja o item anterior) e determinamos um auto-
vetor associado a 0,

4-0 =2 -2
-2 4-0 =2
—2 -2 4-0
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I
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isto é
dor —2y—22=0, —2z+4y—22=0,

note que a terceira equacao é combinacao linear destas duas equacoes. Con-
siderando a primeira equacao menos a segunda temos 6x — 6y = 0, y = .
Também temos z = z. Assim podemos escolher v3 = (1,1, 1).

Escrevemos vy = (z,7, z) e temos

4 -2 =2 x x 1
2 4 2| |yl=6y]+[1
-2 =2 4 z z 1
Multiplicando obtemos
—2r—-2y—2z=1.
Uma solugdo é vy = (—1/2,0,0). Portanto, uma possivel base (existem

infinitas) é
§={(1,-1,0),(~1/2,0,0), (1, 1,1)}

(d) E suficiente considerar o vetor (1,1,1) (autovetor associado a 0) e dois
vetores nao nulos do plano x+y+ 2 = 0 nao ortogonais entre si. Por exemplo,

v ={(1,-1,0), (1,0, —1), (1,1,1)}.

(e) Observe que matrizes semelhantes tém o mesmo trago e que o trago de
[A] é 12. Como o trago de E é 11, temos [A] ndo é semelhante a E.
Observe que matrizes semelhantes tém os mesmos autovalores e que os
autovalores de [A] sdo 6,6,0. Como os autovalores de C' sao 6,5, 1, temos
que [A] nao é semelhante a C.
As matrizes [A] e B tém os mesmos autovalores com as mesmas multipli-
cidades. Como [A] é diagonalizavel, se B for semelhante a [A] também deverd



ser diagonalizavel. Vejamos se B ¢ diagonalizavel. Para isso calculamos os
autovetores de B associados a 6,

6-6 1 0 x 01 0 x 0
0 6-6 0 yl=100 o gyl =10
0 1 0-6/) \z 01 -6/ \z 0

Obtemos y = 0 e z = 0. Portanto, somente é possivel achar um autovetor
associado a 6 e a matriz B nao ¢é diagonalizavel. Portanto, [A] e B nao sao
semelhantes.

2) Seja T : R® — R? uma transformagao linear. Sabendo que
T(1,-1,1) =(0,0,0)
e que T'(v) = 2v caso v pertenga ao plano x +y + z = 0.

(a) Seja [T]¢ a matriz de 7' na base canonica. Determine explicitamente
matrizes P e D, onde D é diagonal, tais que

[T)e = PDP".

(b) Calcule o trago de [T?]e.

(c) Suponha que as matrizes A e B sao diagonalizdveis e que possuem a
mesma base de autovetores. Decida se AB = B A.

Resposta:

a) Observe que (1,—1,1) é um autovetor associado a 0 e que os vetores (nao
nulos) do plano = + y + z = 0 sdo autovetores associados ao autovalor 2.
Portanto podemos escolher (1,—1,0) e (1,0, —1). Assim obtemos
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b) Para calcular o trago de [T]* observamos que

2 0 0\°

8 0 0
TP?=pPD*P'=P |0 2 0| P'=P|0 8 0] P".
00 0 00 0

Observe que [T]> e D? tem o mesmo trago (sao semelhantes). Portanto, o
trago de [T]? = 16.

c) Seja P uma matriz cujas colunas formam uma base de autovetores comuns
de A e B. Sejam D4 e Dg formas diagonais de A e B. Observe que matrizes
diagonas verificam

DyDp=DpDs=D.

Observe que, por definicao de P, Dy e Dp, temos que
A=PD,P' e B=PDyP!
Temos
AB=PD,P'PDgP '=PDsDgP '=PDP".
Também se verifica,
BA=PDpP 'PDyP'=PDyDysP'=PDP .
Logo AB =B A.

3) Seja T': R? — R? uma transformagao linear nao nula (isto é, existe algum
vetor v tal que T'(v) # 0). Sabendo que

e a matriz [T] de T na base canoénica possui trago e determinante iguais

a zero,
e I3=Te
e [T] = QDQ™!, onde D ¢ uma matriz diagonal e Q é uma matriz

ortogonal da forma
1/\/5 —1/\/§ x
Q=1 0 1/V3 y
1/vV2 1/V3 =

cujo determinante ¢ igual a 1.



Responda:

a) Determine todos os possiveis valores (z,y, 2).

b) Determine uma matriz 3 x 3 diagonal E que nao é nula, possui trago e
determinante iguais a zero e verifica £° = E.

c¢) Determine os autovalores da matriz [T].

d) Determine explicitamente uma matriz [T]? que verifique as condigoes
do enunciado.

e) Calcule a primeira coluna da matriz [T]°%.

Resposta:

a) Como a matriz é ortogonal temos que (x,y, z) é perpendicular aos vetores

(1/v/2,0,1/3/2) e (=1/+/3,1//3,1/4/3). Portanto é paralelo ao vetor

i j k
(1/V2,0,1/V2) x (~1/V3,1/V3,1/V3) = |5 0 &

B (—1 -2 1 )
V6 V6 V6
Observe que este vetor é unitario por construcao. Logo temos duas possibi-
lidades:

(z,y,z):i(_l —2 1 )

NGRS

Se escolhemos o sinal 4+ temos que o determinante da matriz Q) é

1/vV2 —1/v/3 —1/1/6 NI
det(Q)=1] 0 1/V/3 —2/v/6/==10 1 =2|=
R YV R VAN B T

(A+1)+2(1+1) =1

|~



Logo
-1 -2 1>

T, Y, 2) = \—F7=, 7= =
De fato, v. nao necessita calcular o determinante. Escreva vy, vy e v3 o0s

vetores coluna. Pela definicao de v3, v; X v9 = w3. Também temos que o
determinante da matriz anterior é

Ul'(ngvg):—Ug'(UgX’Ul):Ug'(’UlXUQ):’Ug"Ug:|U3|2:]_.

b) Como o determinante é o produto dos autovalores (contados com mul-
tiplicidade) um autovalor de F é necessariamente zero. Sejam \; e Ay 0s
outros autovalores. Como o trago é a soma dos autovalores (contados com
multiplicidade) temos

OFM+A=0 A=l

Portanto temos

00 0
E=(0 X 0],
00 —A
onde A > 0.
Por hipdtese temos
00 0\° /00 o0 00 0
EP=10X 0| =10X 0 |=[0x 0
0 0 —A 0 0 (=)N)3 00 —AX
Portanto, A*> =1 e assim A = 1. Logo
00 O
E=(01 0|,
0 0 —1

ou igual a uma matriz com a diagonal permutada.

c) Como D ¢é semelhante a matriz T ela verifica as condigoes do item (b).
Podemos também pode repetir os argumentos. Como o determinante é o
produto dos autovalores (contados com multiplicidade) um autovalor é ne-
cessariamente zero. Sejam A; e Ay 0s outros autovalores. Como o trago é a
soma dos autovalores (contados com multiplicidade) temos

04 M +d=0, A=)



Observe que esta ultima igualdade implica que A; e Ay sdo reais. Observe que
como T nao é a transformacao linear nula estes autovalores sao nao nulos.

Para determinar \; consideramos um autovetor v; de A\;. Como 72 =T
temos que

T3(U1) = )\1 T2(U1) = /\% T(U1> = )\? V1 = T(Ul) = >\1 V1.
Portanto, (como A; # 0) temos A2 = 1, \; = 1. Assim os autovalores de T’
s30 0,1, —1.

d) A matriz D é uma matriz diagonal semelhante a T. Portanto, pos-
sui os mesmos autovalores de 7. Portanto, hé seis possibilidades para D.
Escrevemos abaixo as seis possiveis matrizes D:

00 0 10 0 1 0 0
p=|01 0], p=(oo o, D=|0 -1 0],
00 —1 00 —1 0 0 0
0 0 0 ~10 0 -1 0 0
D=0 -1 0|, p=l0 0 o, D=0 +1 0
0 0 +1 0 0 +1 0 0 0

Portanto, temos trés possibilidades para D2,
000 100 100
D*=101 0], D*=[0 00|, D*=|0 1 0
0 01 0 01 000

Temos

I"=QDQ™'QDQ'=QDDQ'=QD*Q™".



Portanto,

1/vV2 —1/vV/3 —1/V6\ [0
T2( 0 1/V3 2/\/6) (0
1/vV2 1/v/3  1/V6 0

— O

0 1/v2 0 1/V2
o) (S e i)
1) \~-1/v/6 —2/v6 1//6

)

1/v2 -1/V/3 —1/V6 0 0 0
= ( 0 1/v3 2/\/6) (1/\/5 1/V3 1/\/3) =
1/v2 1/V/3  1/V6 ~1/v/6 —2/v6 1/1/6

~1/342/6 1/3+4/6 1/3—2/6 0 1 0
~1/3-1/6 1/3-2/6 1/3+1/6 ~1/2 0 1/2

(1/3+1/6 ~1/3+2/6 1/31/6) (1/2 0 1/2)

Observe que este resultado é compativel com o fato de T ter trago 0+(—1)%+
(1)? = 2 e determinante nulo.
As outras possibilidades para [T]? sdo

1/vV2 —1/v3 —=1/v6\ (1 0 0 1/v2 0 1/V2
T2( 0 1/V3 2/\/6) (0 0 0) (1/\/3 1/v/3 1/\/5)
1/vV2 1/v/3  1/V6 00 1) \-1/v/6 —2/v6 1/V6

0 1/V/3 —2/V6 0 0
V2 13 VG ) \=1VE —2/V6 1/V6

(1/\/5 ~1/v/3 1/\/6) (1/\/5 0 1/\/5)
0

1/2+1/6 2/6 1/2—1/6 2/3 1/3 1/3
= 2/6 46 —2/6 | =[(1/3 2/3 -1/3
(1/21/6 —2/6 1/2+1/6) (1/3 ~1/3 2/3)



e

1/vV2 —1/v/3 —1/V6\ (1 0 0 1/v2 0 1/v2
T2( 0 1/V3 2/\/6) (0 1 0) (1/\/5 1/V3 1/@)
1/v2 1/V/3  1/V6 000/ \-1/v/6 —2/v6 1/V6

1/vV2 —1/v3 —1/v6\ [1/vV2 0 1/V2
( o s M) <w3 i m)
VAVE IR VAVE R VAV 0 U

1/2+1/3 —1/3 1/2—1/3 5/6 —1/3 1/6
= ( ~-1/3  1/3 1/3 ) = (1/3 1/3 1/3)
1/2—1/3 1/3 1/2+1/3 1/6  1/3 5/6

e) E suficiente observar que se verifica

TBOOZQDQ_IQDQ_I"'QDQ_I:QD5OOQ_1

e que D? = D, De fato D*"*! = D e D" = D?. Portanto, T°%° = T2,



