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Gabarito

1) Considere a transformagao linear A: R* — R3 cuja matriz na base canonica

0 10
Ale=[ -1 1 1
-1 0 2
(1.a) Determine os autovalores de A e suas multiplicidades.

(1.b) Para cada autovalor A de A determine o nimero méximo de autove-
tores linearmente independentes que existem e mostre um conjunto de
tais autovetores.

(1.c) Decida se A ¢é diagonalizdavel. Em caso afirmativo determine uma
forma diagonal D de A.

(1.d) Encontre, se possivel, uma base 3 = {vy,vq,v3} tal que a matriz de
A na base 3 seja

10
A= 1 1
0 1

_ O O

Resposta:
(a) O polinémio caracteristico de A é:

—-A 1 0
LI 1| = (A== - (1R - N+ 1) =
—1 0 2—A

=(=A0) (N =32+2)+1-A=
=AM 4+3N -3\ +1=(1-)N)>3



Portanto, 1 é o tinico autovalor que tem multiplicidade 3. Observe que este
fato é compativel com o traco da matriz ser igual a 3=0+ 1+ 2.

(b) Para determinar os autovetores de 1 devemos resolver o sistema linear:

0—-1 1 0 z 0
1 1-1 1 y | =10
-1 0 2—-1 z 0

Ou seja, o sistema
—r4+y=0 —ax+2=0, —z+2=0.

Portanto, temos que x = y e x = z. Assim as solugoes sao da forma (¢,¢,t),
t € R. Portanto, somente é possivel encontrar um autovetor linearmente
independente. Por exemplo, (1,1, 1).

(c) A matriz nao ¢ diagonalizdvel: ndo existe uma base de autovetores.
(d) Procuramos uma base = {u, v, w} tal que
Alu)=u+v, AW)=v+w, Aw)=w.
Portanto, w é um autovetor de A associado a 1. Podemos escolher w =
(1,1,1).
Da segunda condicao obtemos

Aw)=v+w=v+(1,1,1).

Em coordenadas temos v = (z,y, z) (na base candnica):

0 10 x x 1
-1 1 1 Y = y |+ 1
-1 0 2 z z 1

Obtemos o sistema
y=x+1, —xr+4+y+z=y+1, —c+2z=z+1.

Ou seja,
—zr+y=1 —-z+z2z=1 —ax+z2z=1.



Isto é,
—rx+y=1 —-z+z2=1

Podemos escolher o vetor v = (0,1, 1) (este sistema possui infinitas solucoes,
podemos escolher qualquer uma delas).
Finalmente, da primeira condigao A(u) = u + v obtemos

Alu)=u+v=u+(0,1,1).

Em coordenadas temos u = (z,y, z) (na base canonica):

0 10 T T 0
-1 1 1 Y = y | + 1
-1 0 2 z z 1

Obtemos o sistema
y=xz+0, —ar+y+z=y+1, —zx+2z2=z+1.

Ou seja,
—r+y=0, —z+z=1 —ax+z=1.

Podemos escolher o vetor u = (0,0, 1).

Portanto,
B =1{(0,0,1),(0,1,1),(1,1,1)}.
Verifique
A(0,0,1) =(0,1,2)=(0,0,1)+ (0,1,1),
A(0,1,1) =(1,2,2)=(0,1,1)+ (1,1, 1),
A(1,1,1) =(1,1,1).

2) Seja A: R?* — R? uma transformacio linear cuja matriz [A] na base
canoOnica é ortogonal, onde

@11 a2 13
[A] = Q21 Ag22 (23
31 dzz G33



Considere a base ortonormal v de R? definida por
Suponha que

A(—l/\/ﬁ, 0, 1/\/5) - (1/\/67 _2/\/67 1/\/6)

2.a) Sabendo que o determinante de [A] é —1, determine a matriz [A], de
A na base 7.

2.b) Determine o elemento as o da matriz [A].

2.c) Determine a terceira coordenada do vetor (1, 1,0) na base 7.

Resposta: Para simplificar escrevemos
u=(1/V3,1/V3,1/V3), v = (—1/v2,0,1/v2), w = (1/V6,—2/v6,1/V6).

Assim temos que

U Xv=w.

(a) Escrevemos
Alw)=au+bv+cw

e obtemos que a matriz na base v é da forma

[A]“/ =

S = O

0
0
1

o o

Considere a matriz ortogonal

1/vV3 —1/vV2 1/V6
Q(l/\/§ 0 2/\/6>.
1/v3 1/vV2  1/V6



Esta matriz é a matriz de mudanca da base v a base canonica. Portanto,
como Q' = Q7! (a matriz é ortogonal), obtemos

[A] = Q[4], @'

ou
[A]“/ = Qt [A] Q.
Logo [A], é o produto de trés matrizes ortogonais, portanto [A], também é
ortogonal.
Como a matriz [A], é ortogonal, temos que (a,b,c) é um vetor unitdrio
ortogonal a (0,1,0) e (0,0,1). Logo b = ¢ = 0. Como o vetor é unitario
a = +1. Assim

0 0 #1
(4], = 1 0 b
01 ¢

Obseve que [A], é semelhante a [A] e lembre que matrizes semelhantes tém
o mesmo determinante. Logo a matriz tem determinante —1. Com a escolha
a = 1 obtemos determinante 1. Logo a resposta é

0
0

V. poderia ter raciocinado também da seguinte forma. Como A é or-
togonal deve preservar médulos e angulos (o produto escalar). Como w é
ortogonal a u e v devemos ter que A(w) deve ser ortogonal a A(u) = v e
A(v) = w. Ou seja, A(w) deve ser paralelo a v X w = u, Portanto, como

A(w) é unitario, A(w) = +u. Agora escolhemos o sinal (—) raciocinando
como acima.

(b) Do item anterior temos

4 1 L 4 1L 1
L T I e W (N TGO
A =| 5 0 —% 10 0 -5 0 I |=
A U 01 0 1 _2 1
V3ov2 VB V6 V6 V6

1/vV3 —1/vV2 —1/V2 —1/V/6 2/vV6 —1/V6
=| 1/vV3 0 —2/v/6 1/V/3 1/vV3 1/V3
1/vV3 1/v/2  1/V6 ~1/v/2 0 1/v2



Temos agora que o coeficiente age é o produto

(1/V/3,0,-2/V6) - (2/v6,1/V/3,0) = 2/V18.

(c) Escrevemos

CE S NI SEAMCR

e queremos determinar ¢. Como a base é ortogonal, temos

1 2 1
(1,1,0) - <%>_%7%) =c= —1/\/6,

3) Considere a matriz M dada por

M=

DN DN W~

2
4
2

NN

Sabendo que 2 é um autovalor e que (1,1, 1) é um autovetor de M:

(3.a) Determine os autovalores de M.
(3.b) Determine uma base 3 ortogonal de autovetores de M.
(3.c) Escreva M da forma M = P D P', onde D é uma matriz diagonal.

(3.d) Determine o determinante de M e o valor absoluto do determinante
de P.



Resposta:

(a) Como (1,1,1) é um autovetor temos

4 2 2 1 8 1
2 4 2 1 1=18 | =811
2 2 4 1 8 1

Logo 8 é o autovalor associado a (1,1, 1).
Ja conhecemos dois autovalores, 8 e 2. Seja ¢ o terceiro autovalor. Temos

8+2+0=trago(M)=4+4+4=12.
Logo o = 2.

(b) Devemos determinar os autovetores associados a 2. Como a matriz é
simétrica estes autovetores devem ser ortogonais a (1,1,1). Por exemplo,
(1,0,—1). O segundo autovetor, ortogonal a (1,1,1) e (1,0,—1), é (1,1,1) x
(1,0,—1) = (—1,2,—1) Agora ¢ suficiente normalizar os autovetores:

B ={(1/v3,1/v3,1/v3); (1/v2,0,-1/v2); (=1/v6,2/v/6, =1/ V6)}.

(c) Escolhemos a forma diagonal D = [M]z (a matriz na base [3)

8 0 0

D=0 20

0 0 2

Neste caso,

4 1 1
P=| 5z 0 — 7%
1 1 1
V3 V2 V6

(d) O determinante de M é o produto dos autovalores contados com suas
multiplicidades,
det(M) =822 = 32.



Observe que P é uma matriz ortogonal. Portanto, seu determinante é
+1. Lembre que
PP '=PP' =1]d,

logo
det(P P') = det(P) det(P") = det(P)* =1, det(P)= =+1.

Logo o valor absoluto do determinante de P ¢é 1.



