P3 de Algebra Linear I — 2008.2

Data: 22 de Novembro de 2010.

Gabarito.

Questao 1) Considere as transformacoes lineares
A, B: R* - R?, C:R*—=R?
cujas matrizes na base canodnica sao, respectivamente,

o A S i B

a) Sabendo que a matriz [A] nao é diagonalizavel e que o vetor v = (1,1) é
um autovetor de A, determine os valores de a e b.

b) Determine todos os autovalores de C'.
c¢) Determine uma base 3 de R? formada por autovetores de C'.

d) Determine uma base v de R? tal que a matriz de B na base 7 seja

(1)

Resposta:
(a) Observe que

(@) )= 0)



onde \ é o autovalor associado ao autovetor (1,1). Portanto,

(os0) = (3)

AssimA=1lea+b=X=1.

Como a matriz [A] ndo é diagonalizavel, a unica possibilidade é que o
autovalor 1 tenha multiplicidade dois. Caso contrario a matriz teria dois au-
tovalores diferentes e, como conseqiiéncia, teria dois autovetores linearmente
independentes e portanto uma base de autovetores. Logo, nesse caso, seria
diagonalizavel. Isto implica que

traco(A) =1+1=2=2+0.

Portanto, b = 0.

Falta determinar a. Como a +b = a+ 0 = 1, temos a = 1. Observe
também que o determinante de [A] é o produto dos autovalores (contados
com suas multiplicidades). Assim temos que 1 -1 = a. Logo a = 1.

(b) Determinamos o polindmio caracteristico de [C],

I-x 0 -1
-2 3-=X —1=1-=XN)((-AB=X)+6) —(-12+18 —6)) =
—6 6 —A
=(1—=X) (A =3X+6) — (6 —6)) =
(=X +4X —9X+6)— (6—06)\) =
= — A\ —4)+3).

Portanto, os autovalores sao A =0 e

4+/16-12 442
2 D)

=2=£1.

Logo os autovalores sao
0, 3, 1.

(c) Devemos determinar os autovetores associados aos autovalores do item
anterior.



autovetores associados a 0:

1-0 0 -1 T 0
-2 3-0 -1 yl =10
—6 6 0-0 z 0
Temos o sistema
r—2z2=0, 20 -3y —2=0, —6x4+6y=0.

Da primeira e da tltima equacao obtemos © = z e x = y (resultado que é
compativel com a segunda equagao). Assim obtemos o autovetor (1,1,1).

autovetores associados a 3:

1-3 0 -1 x 0
—2 3-3 -1 yl=10
6 6 0-3) \z 0

Temos o sistema
2¢+2=0, 6xr—6y+32=0.

Logo z = —2x e
20 -2y+ 2z =0, y=0.

Portanto, (1,0, —2) é um autovetor associado a 3.

autovetores associados a 1:

1-1 0 -1 x 0
—2 3-1 -1 yl =10
-6 6 0-1/) \z 0

Temos z = 0 e = y. Portanto, (1,1,0) é um autovetor associado a 1.

Dos resultados acima obtemos a seguinte base 3 de autovetores da trans-
formacao linear C'

g={(1,1,1),(1,0,—-2),(1,1,0)}.

(d) Seja v = {v1,v2} a base procurada. Como

5= (3 1)



temos que estes vetores devem verificar
B(’Ul) = U1 + Vs, B(Ug) = V2.

Portanto, o vetor vy é um autovetor de B associado ao autovalor 1. Calcula-
remos os autovetores associados a 1:

(7 ) (0)=() v

Escolhemos o vetor vy = (1, —2).
O vetor v; = (x,y) deve verificar B(vy) = v; + ve. Portanto,

G 3) ) =0)+ (%)

Isto é
—r—y=1+uz, dr+3y=—-2+y.
Logo
—2r—y=1, dor+2y=—-2.
Assim, 22 +y = —1. Por exemplo, podemos escolher z = 0,y = —1 obtendo

o vetor v; = (0,—1) e a base

v=1v=(0,-1),v2=(1,-2)}.

Questao 2) Considere a base ortonormal v de R3

_{(1 1 1)(1—10)(1 1—2)}

,}/ \/37 \/g? \/g 9 \/ﬁ? \/i? 9 \/é’ \/67 \/6 M

a) Considere o vetor v cujas coordenadas na base canonica sao (257, 257, 257).
Determine a primeira coordenada do vetor v na base 7.

Considere as transformacoes lineares

T,L:R®—R3



cujas matrizes na base v sao, respetivamente,

1 0 1
7, = [0 0 0], [z}, =1
0 0 1

o O O
o O O

b) Determine explicitamente a matriz de 7' na base canonica.

c¢) Determine uma base 1 de R3 formada por autovetores da transformacao
linear T' (escritos na base canonica).

d) Seja [L] a matriz da transformacao linear L na base canonica. Determine
todos os autovalores da matriz [L].

Resposta:

a) Escrevemos

{ (1 1 1) (1—10) <1 1—2)}
= U = =T =T = , Vg = T =T = , U3 = T =T =y T = .
R S NVE ARV RV Y A NV RV e A VRV RV
Observe que se as coordenadas do vetor v na base v sdo (v), = (a, b, ¢) entao

se verifica
v=av + bvy + cus.

Como a base v é ortonormal

1 1 1 3 (257 771
a=v-vy = (257,257,257) - ( > (257)

BVEVE) T B B

b) Consideramos a matriz ortogonal () cujas colunas sao os vetores da base
ortonormal ~y,

I e
V3 V2 W6
— 4L = L
R SR
VRN
Pela defini¢oes de () (matriz ortogonal) e [T],, a matriz [T]¢ de T na base

canonica é

[Tle =QI[T],Q" = QIT],Q".



Observe que

11 1 1 1 1
100 V3oV VB V3 V3 3
The'=l0o00f s % 0)=|0 0 0
11 =2
000/ \ % % # 0 0 0
Logo
I IS IS U 11 1 111
V3 ve VB) (VB VB VB 303 3\ 1
[T]g:___ 000:———:—111
V2 Ve I 3

c) Por construcdo, a base 7 é uma base de autovetores de 7'

d) Observe que matriz [L] é semelhante a matriz [L],:
L] =Q[L, Q™"

Portanto, tém os mesmos autovalares com as mesmas multiplicidades. Ob-
serve que o polinoémio caracteristico de [L], é

I-X 0 0
I =X 0 |=(1-))\
I 0 0-2)\

Logo os autovalores sao

A =0 (multiplicidade dois), A=1

Questao 3)

a) Determine a inversa da matriz

prova tipo A:



prova tipo B:

-1 0 —1
A= 1 2 1
0 1 1
prova tipo C:
0 1 1
A= -1 0 -1
1 2 1
prova tipo D:
1 1
A= 0 1 1
-1 0 —1

b) Considere a transformacao linear
T:R* - R T(v)=3v

e a base
f={(1,1,1),(2,0,1),(3,1,0)}.

Determine a matriz de T' na base (3, que denotaremos por [1]g.

Resposta:
a) Desenvolvimento. Resposta (prova tipo A).
1 2 1 1 00
-1 0 -1 010
0 1 1 0 01

operacao (linha II) 4 (linha I):

1 21
0 20
011

O = -
o~ o
N



operagao ; (linha II):

1 21 1 0 0
010 1/2 1/2 0
011 0 0 1
operacao (linha IIT) - (linha II):
1 21 1 0 O
010 /2 1/2 0
00 1 ~1/2 -1/2 1
operagao (linha I) - (linha III):
120 3/2 1/2 -1
010 12 1/2 0
00 1 ~1/2 -1/2 1
operacao (linha I) - 2 (linha II):
100 12 —1/2 -1
010 /2 1/2 0
00 1 —1/2 —-1/2 1
Respostas:
prova tipo A:
1 -1 -2
“[ 1 1 o0
1 -1 2
prova tipo B:
-1 1 =2
1
— 1 1 0
2



prova tipo C:

-2 -1 1
— 0o 1 1
2 -1 -1
prova tipo D:
1 1 -2 -1
— 10 1
2\ 1 2 1

b) Escrevemos
f={w =(1,1,1),wy = (2,0,1), w3 = (3,1,0)}.

Como

T(wl) = 3101 = 3w1 +Ow2+0w3,
T(wy) = 3wy = 0wy + 3wy + 0 ws,
T(ws) = 3wz = 0wy + 0wy + 3ws,

temos que a matriz de T na base (3 é

[T]s =

O O W
oS W O
w o O



