G2 de Algebra Linear I — 2011.1
Gabarito

1)
a) Considere os planos de equagdes cartesianas
mirxt+y+z=1, To:x+y+z=4.

Determine a equagao cartesiana do plano p que é equidistante dos pla-
nos m e my (isto é, a distancia entre os planos m e p é igual a distancia
entre os planos 7y e p e as distancias entre estes trés planos sao todas
diferentes de zero).

b) Considere as retas de equagoes paramétricas

rn=(1+t2+t1t), teR,
ro = (2t,1+t,a), teR
Determine, todos os valores de a para que a distancia entre as retas r;

e ry seja /5. Se nao existir nenhum valor de a tal que a distancia seja
V5 justifique claramente o porqueé.

c) Considere o ponto P = (0,0,0). Determine o ponto da reta r; do item
(b) mais préximo de P.

Resposta:

a) O plano p deve ser paralelo aos planos m; e m,. Portanto, o plano p deve
ser da forma
prrx+y+z=d.

Devemos determinar d para obter a condicao de equidistancia. Ha diversas
formas de resolver a questao. Consideramos uma reta r perpendicular aos
planos, por exemplo,

r=(tt1t), teR



e consideramos os pontos de intersecao P, = rNm e P, = rNmy. O ponto
médio M do segmento P, P, deve pertencer ao plano p. Com esta condigao
determinamos o valor de d.

O ponto P; é obtido quando

t+t+t=1, t=1/3, P =(1/3,1/3,1/3).
O ponto P, é obtido quando

t+t+t=4, t=4/3, Py=(4/3,4/3,4/3).

Portanto
1/3+4/3 1/3+4/3 1/3+4/3
p o= (MBS VST ABTAIRN _ (56 506, 5/6)
2 2 2
Como M € p
d=5/6+5/6+5/6=5/2.
Logo

prx+y+z=>5/2

b) Consideramos vetores diretores v; = (1,1,1) de 71 e vy = (2,1,0) de 7o
e os pontos @1 = (1,2,0) € r; e @3 = (0,1,a). A distancia d entre as retas
r1 e ro € dada pela formula

_ |Q1Q2 - (U1 X 772)|‘

d ——
|01 X |

Temos

k
1= (-1,2,-1).
0

Também temos

Finalmente,

|Q1Q2 : (T)l X @2)’ = |(—1,—1,CL) : <_1727_1>| = |1 —2 —CL| - |1+a’|

H’(_Jl X Q_JQH = \/6



Portanto,

|01 X a| V6

I14a| =30, 1+a==+V30.

Temos

logo

a=-1—v30 e a=-1++v30.

c) O ponto @ de r; mais proximo do ponto P ¢ a intersegao da reta r; e do
plano 7 que é perpendicular a r; e contém o ponto P. A equagao cartesiana
de 7 é

Tir+y+z2=0.

A intersecao de 7 e r; ocorre quando o parametro t verifica
(1+t)+(2+1t)+t=0, 3t=-3, t=-1.

Portanto,

Q=(0,1,-1).

2) Considere os vetores de R3
v =(1,2,1), wvp=(1,1,2), wv3=(1,3,0).
As coordenadas destes vetores estao escritas na base canonica.

a) Determine a equagéo cartesiana do subespago W de R3 erado pGIOS
g
vetores V1,V € V3.

(b) Considere o vetor w cujas coordenadas na base canonica sdo w =
. ' v
2,1,5). Determine uma base v do subespago W formada com vetores
ju V1, Vg, U r vetor w .
do conjunto , U9, U3} € as coordenadas do veto na base

(c) Considere o vetor vy = (a, b, ¢) (escrito na base canonica), a base de R?

B = {v1,v2,v4}

e o vetor v = (1,1,1) (escrito na base canoénica). Sabendo que as
coordenadas de v na base [ sao (v)g = (1,1, 1) determine os valores de
a,bec.



Resposta:

(a) Observe que os vetores v; = (1,2,1) e v5 = (1,1,2) nao sao paralelos.
Veja que eles geram o plano vetorial U cujo vetor normal é

j k
n=1uv; X vy = 2 1 |=(3,-1,-1),
1 2

— = e

isto é,
U:3z—y—2=0.
Observe que o vetor vz = (1, 3,0) pertence ao plano U:

3(1)=3-0=3-3=0.

Portanto, U =W e
W:3z—y—2=0.

(b) E suficiente escolher dois vetores linearmente independentes do conjunto
de vetores {vy, vg, v3}. Como estes vetores nao sao paralelos entre si, qualquer
par de vetores {v;, v}, i # j, é uma base de W. Temos portanto seis possiveis
bases (a ordem em uma base é importante)

Y1 = {v1>v2} = {(17271)7(17172)}
T2 = {v1>v3} = {(1727 1)7 (17370)
1,1,2),(1,3,0

3
V3 :{1}277}3}:{(7 ) )7(7 ) )}7

Y4 = {02701}7
Y5 = {Ug,vl},
Yo = {03702}-

Calcularemos as coordenadas de w = (2,1,5) na base 7. Temos (w),, =
(a,b) onde

w=avy+bvy, (2,1,5)=0a(1,2,1)+b(1,1,2).

Logo
2=a+0b, ,1=2a+0b, 5=a+20.

Portanto, a = —1 e b = 3,

(w)'Yl = (_17 3)



(c) O fato de (v)g = (1,1, 1) significa que
V= V1 + V2 + V4.
Em coordenadas (na base canonica) isto significa que
(1,1,1) = (1,2,1) + (1,1,2) + (a, b, ¢).

Portanto
l=1+14a, 1=24+1+0b, 1=1+2+c.

Logo
a=-1, b=-2 c=-2

e as coordenadas de vy na base canonica sao
vy = (—1,-2,-2).

V. pode conferir que de fato que {vy, vo,v4} é uma base de R3.

3) Lembre que a imagem de uma transformagao linear S: R® — R3 é definida
como

imagem(S) = {w € R? tal que existe v € R® tal que w = S(v)}

a) Considere a transformagao linear T: R®* — R? cuja matriz na base
canonica é

T) =

N = =
SN
QL O O

Sabendo que o espago imagem de 7' é uma reta determine os valores

de a,b,c e d.

b) Considere a transformacao linear L: R® — R?® cuja matriz na base
canoOnica é

1 0 2
1 A C
2 B D

Determine explicitamente valores A, B, C' e D para que a imagem de L
seja o plano de equacao cartesiana

)=

r+y—2z2=0.



c) Considere a transformacao linear M : R3 — R3 que verifica
M(1,1,1)=(0,1,1), M(1,0,1)=(2,1,1), M(0,1,1)=(0,1,1)

Determine a matriz de M na base canonica.

Resposta:

a) A imagem de T é gerada pelos vetores T'(i), 7'(j) e T'(k). Como a imagem
é uma reta estes vetores devem ser paralelos a T'(i) = (1,1

T@G)=(2,a,b) =k(1,1,2), k=2, a=2b=4,
T(k —(,C,d): (1a172)7 k= , €= >d:0
Obtemos
1 20
[T] = 1 20
2 40

b) Raciocinando como no item anterior, os vetores (1, 1, 2), (0, A, B) e (2,C, D)
devem gerar o plano x + y — z = 0. Portanto, é suficiente escolher trés veto-
res do plano nao paralelos entre si (se eles sao paralelos obteremos uma reta
como imagem). Uma possibilidade é

A=B=0, C=0,D=2.
Certamente, ha outras possibilidades.... algumas delas...

A=B=1, C=-2,D=0,
A=B=1, C=1,D=3.

M(1,1,1)=(0,1,1), M(1,0,1) = (2,1,1), M(0,1,1) = (0,1,1)

Devemos determinar M (i), M(j) e M (k). Estes vetores serao as colunas
da matriz de T na base canonica. Observe que

M(1,1,1) — M(1,0,1) = M(0,1,0) = (0,1,1) — (2,1,1) = (=2,0,0).



Temos também

M(0,1,0) + M(0,0,1) = M(0,1,1) = (0,1, 1),

logo
M(0,0,1) =(0,1,1) — M(0,1,0) = (0,1,1) + (2,0,0) = (2,1, 1).
Finalmente,
M(1,0,0) + M(0,0,1) = M(1,0,1) = (2,1, 1),
logo
M(1,0,0)=(2,1,1) — M(0,0,1) = (2,1,1) — (2,1,1) = (0,0,0).
Portanto,
0 -2 2
M= 0 0 1
0 0 1
4)! Considere as matrizes
2 2 2 1 =20 4/9 10/9 2/9
A=11 2 2 |, B=|la 10 ], C=| -2/9 4/9 -1/9
2 1 2 0 -1 2 c d 4/9

a) Determine a inversa da matriz A.

b) Sabemos que C'= B~!. Determine a,b,c e d.

Resposta:

a) Utilizaremos o método de Gauss para o calculo da matriz inversa.

!Enunciado da prova A. No fim da resposta se encontra a solucdo das provas B, C e D



Inicio:

2 2 2 1 00
1 2 2 010 |;
21 2 0 01
Operagoes: (I-linha)/2 — e II-linha— I-linha
11 1 1/2 0 0
1 2 2 0 10
0 -1 0 -1 0 1

Operacoes: troca de linhas II e III, troca de sinal de II

111 1/2 0 0
010 1 0 —1
1 2 2 0 1 0
Operacgoes: Ill-linha — I linha
1 11 /2 0 0
010 1 0 -1
011 -1/2 1 0
Operacgoes: Ill-linha — II linha
1 11 /2 0 0
010 1 0 -1
001 -3/2 1 1
Operacgoes: [-linha — III linha
110 2 -1 -1
010 1 0 -1
001 -3/2 1 1
Operacoes: I-linha — II linha
1 00 1 -1 0
010 1 0 -1
001 -3/2 1 1



Portanto,

prova A:
prova B:
prova C:
prova D:
A

b) Sabemos que

BC = a
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10/9  2/9
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-1 0
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10
01
0 0
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Fazemos as seguintes operacoes para isolar as incognitas:



e (II)-linha de A x (I)-coluna de B;

a(4/9)—2/9=0, a=1/2,
e (I)-linha de A x (III)-coluna de B;
2/9+2/9+ (4/9)b=0, b=—1,
e (III)-linha de A x (I)-coluna de B;
2/942¢=0, c=-1/9,

e (III)-linha de A x (II)-coluna de B;

—4/9+2d=0, d=2)9.



