G2 de Algebra Linear I — 2007.2
Gabarito

1) Considere os vetores de R?
v =(1,2,1), wv=(1,-1,2), wv3=(0,3,—1).

(a) Determine a equagio cartesiana do subespaco W de R3 gerado pelos
vetores v, vy € V3.

(b) Determine uma base v do subespago W formada com vetores do con-
junto {v1,vq,v3} € as coordenadas do vetor (2,1, 3) nessa base 7.

(c) Determine uma base 3 = {w;, ws, w3} de R? tal que os vetores da base
sejam unitarios,

e w; seja paralelo a vy,
e w, esteja no plano gerado por vy e vy e seja perpendicular a w; e

e w3 seja perpendicular a w; e ws.
(d) Considere o vetor vy = (a, b, ¢). Determine a,b e ¢ para que
a = {/U17 Vg, U4}

seja uma base de R? tal que as coordenadas do vetor v = (4,3,1) na
base a sejam (u), = (2,1,1).

Resposta:

(a) Observe que os vetores v; = (1,2,1) e vo = (1, —1,2) nao sao paralelos.
Veja que eles geram o plano vetorial U cujo vetor normal é

ik
n=vixv=|1 2 1/|=(5-1,-3),
1 -1 2



isto é,
U:bx—y—32=0.

Observe que o vetor vz = (0,3, —1) pertence ao plano U:
0—(3)—3(-1)=-3+3=0.

Portanto, U =W e
W:bx—-—y—32=0.

(b) E suficiente escolher dois vetores linearmente independentes do plano
W:bx—-—y—32=0.
Por exemplo (1,2,1) e (1,—1,2), obtendo a base
Y= {(1,2,1),(1,-1,2)}.
As coordenadas do vetor (2,1, 3) na base 7 s@o (z,y), onde
(2,1,3) =2 (1,2,1) +y (1, -1,2),

logo
2=z+4+y, 1=22x—-y, 3=x+2y.

Assim (terceira menos primeira)
y=1.
Também temos x = 1. Assim,
(2,1,3), = (1,1).
Se consideramos a base
v ={(1,-1,2),(0,3,-1)},
temos que as coordenadas do vetor (2,1, 3) na base v sdo (x,y), onde
(2,1,3) =z (1,-1,2) + y (0,3, —1).
Obtemos o sistema

2=2, 1l=—2+3y, 3=2z-—y.



Resolvendo o sistema obtemos x = 2 e y = 1, portanto,
(2,1,3), = (2,1).
Finalmente, se consideramos a base
v={(1,2,1),(0,3,-1)},
temos que as coordenadas do vetor (2,1, 3) na base v sdo (x,y), onde
(2,1,3) =z (1,2,1) +y (0,3, —1).
Obtemos o sistema
2=2, 1=22+3y, 3=z-—y.
Resolvendo o sistema obtemos x =2 e y = —1, assim
(2,1,3), = (2,-1).

Excluida a ordem dos elementos da base, ja consideramos todas as possiveis
bases de W que podem se formar com os vetores (1,2,1), (1,—1,2) e (0,3, —1)

(c) Primeiro escolheremos uma base {hi, ha, h3} ortogonal (vetores perpen-
diculares entre si) e depois normalizaremos a base (escolheremos vetores uni-
tarios w; = h;/|h|, 1 =1,2,3).

O primeiro vetor deve ser hy = (1,2,1). O segundo vetor hy deve ser
ortogonal a h; e estar no plano W, isto é, deve ser ortogonal ao vetor normal
do plano, (5,—1,—3). Portanto, o vetor hy deve ser ortogonal aos vetores
(1,2,1) e (5,—1,—3). Assim temos

i j k
hy=(1,2,1)x (5,-1,-3)=|1 2 1 |=(=58,—11).
5 —1 -3

Por comodidade, “trocaremos o sinal“ do vetor hs. Observe que hy =
(5,—1,—3). Desta forma obtemos uma base onde

n= {hl = (172a 1)7h2 = (57 =38, 11)7h3 = (5a -1, _3)}



como a pedida no problema, somente que os vetores ainda nao sao unitarios.
Portanto, somente falta normaliza a base 7. Observe que

| =VETZT =6

|hy| = /5% + (—=8)2+ 112 = /25 + 64 + 121 = /210

lhs| = /52 + (—1)2+(=3)2 =25+ 1+ 9 = /35.

Normalizando

1 1 1
p= {wl =7 (1,2,1), wp = NI (5, =8,11), w3 = Nes (5,—1, —3)} -

(d) Para que as coordenadas de u = (4,3, 1) na base « sejam (u), = (2,1,1)
Devemos ter

(4,3,1) =2(1,2,1) + 1(1,-1,2) + 1 (a, b, ¢),

isto é
4 :2—|—1+CL, CL:1,
3 =4—1+0, b=0,
1 =2+2+c¢, c= —3.
Logo

Vg = (]., 0, —3>

2) Considere os vetores de R3.
w = (1,1,2), wuy=1(2,0,1)
e a transformagao linear
T:R? — R, T(v) = (v-up)us + (v-ug) us.
(a) Determine a matriz de T na base canonica.

(b) Determine o conjunto de vetores v tais que T'(v) = v.



(c) Determine a equacao cartesiana da imagem de T'.

(d) Considere o plano
Viz4+y+22z=0.

Determine uma base do subespaco T'(V), a imagem do plano V pela
transformacao linear 7.

Resposta:

(a) Devemos determinar T'(i), T'(j) e T'(k). Estes vetores serao as colunas
da matriz de 7" na base canonica.

T(i) =((1,0,0)-(1,1, 2))§

,1,2) 4+ ((1,0,0) - (2,0,1)) (2,0,1) =
=1(1,1,2) +2(2,0,1) =

1 1
)=1(1,1,2) + (4,0,2) = (5,1,4);

T(G) =((0,1,0)-(1,1,2))(1,1,2) +((0,1,0) - (2,0,1)) (2,0,1) =
=1(1,1,2)4+0(2,0,1) = (1,1, 2);
T(k) =((0,0,1)-(1,1,2))(1,1,2) + ((0,0,1) - (2,0,1)) (2,0,1) =
=2(1,1,2) +1(2,0,1) = (2,2,4) + (2,0,1) = (4,2,5)
Portanto,
5 1 4
=111 2
4 2 5

5 1 4 T T
11 2 y |l=1wuw
4 2 5 z z

Isto é, resolver o sistema de equacoes
dSr+y+dz=2, x+y+2z=y, 4dox+2y+5z==z.
Assim obtemos o sistema linear homogéneo

de+y+42=0, 24+22=0, dox+2y+42=0.



Escalonando (considerando a terceira equagado menos a primeira)
do+y+42=0, z4+22=0, y=0.

Isto é,
r+2=0, z+2z=0, y=0.

Portanto,
r+2=0, z2=0, y=0.

Logo o sistema homogéneo admite somente a solucao trivial. Portanto,

T(v) =wv se, e somente se, v = 0.

(c) A imagem de T é gerada pelos vetores
T@{)=(5,1,4), T(G)=(1,12) e T(k)=(425).

Os dois primeiros vetores geram o plano vetorial de vetor normal

(5,1,4) x (1,1,2) = = (=2,-6,4).

_ Ot -
— = e
[NORNTNG

Obtemos o plano
r+3y—22=0.

Observe que o vetor T'(k) = (4,2,5) pertence a este plano
4+6—-10=0.
Logo a imagem ¢ o plano
r+3y—2z=0.

Obviamente, v. pode também proceder como segue. Observando primeiro
que os vetores (1,1,2) e (2,0,1) estdo na imagem de T. Por exemplo, se
consideramos um vetor perpendicular a (2,0, 1), por exemplo j, temos T'(j) =
(1,1,2). Para ver que (2,0,1) também estd na imagem considere um vetor
perpendicular a (1, 1,2) (que nao seja perpendicular a (2,0, 1)), por exemplo
(0,—2,1). Temos que

((0,—2,—1) - (1,1,2)) (1,1,2) + ((0, —2,1) - (2,0,1)) (2,0,1) =
(2,0,1).

T(0,-2,1)



A seguir calculamos o plano vetorial gerado por estes vetores (obtendo plano
x+ 3y — 2z = 0). Finalmente, observamos que, por defini¢ao, a imagem
T'(v) de qualquer vetor v é combinagao linear de (1,1,2) e (2,0, 1) e portanto
esta nesse plano.

(c) Para calcular a imagem do plano V: x+y+2 z = 0 escolhemos uma base
do plano, por exemplo,

ﬁ = {(17 _170)7 (2707 _1)}7

e observamos que T'(V) estd gerada pelas imagens destes dois vetores:

5o 1 4 1 4
1 1 2 -1 1=1020
4 2 5 0 2
5 1 4 2 6
11 2 0 =10
4 25 -1 3

Estes dois vetores sao parelelos a (2,0,1). Assim a imagem 7(V) de V é a

reta vetorial
(2¢,0,¢), teR.

3)

(a) Determine a inversa da matriz

1
A= 1
0

DO =
— =N

(b) Sejam B = A% e C a matriz inversa de B, (isto é C'= B~!). Suponha

que
C11 Ci2 C13

C=| co1 co2 Co3

C31 C32 C33

Determine o coeficiente ¢; 5 da matriz C'.



Resposta: Utilizaremos o método de Gauss para o calculo da matriz inversa.

Inicio:

— = N

1 0
0 0 1];
0 1

o = O

1 1
1 1
2 0

Operagoes: (II-linha) — (I-linha) e (III-linha) — 2 (I-linha)

1 2 1 1 00
0 -1 0 ~110 |;
0 -3 —2 —2 0 1

Operagoes: —(II-linha) e —(III-linha) (trocas de sinal)

1 21 1 0 O
010 1 -1 0 |;
0 3 2 2 0 -1
Operagoes: (Ill-linha) —3 (II-linha)
1 21 1 0 0
010 1 -1 0 |;
0 0 2 -1 3 -1
Operacoes: 1/2 (Ill-linha)
1 21 1 0 0
010 1 -1 0 |;
00 1 —1/2 3/2 —1/2
Operagoes: (I-linha) — 2 (II-linha)
1 01 —1 2 0
010 1 -1 0 |;
00 1 —1/2 3/2 —1/2



Operagoes: (I-linha) — (I1I-linha)
100 ~1/2 1/2 1/2
010 1 -1 0 .
00 1 ~1/2 3/2 —1/2

—1/2 1/2 1/2
A7t = 1 -1 0 .
(1/2 3/2 1/2)

Observe que se B = A? entao B~! = At A7 1At AL

Portanto,

AATAY)=AAA AT = ATdAT = AAT = 1d.
Id

—-1/2 1/2 1/2 —-1/2 1/2 1/2
C = 1 -1 0 1 -1 0 )
( —-1/2 3/2 —-1/2 ) ( —-1/2 3/2 —-1/2 )
Temos

crz = ((=1/2) (1/2)) + ((1/2) (=1)) + ((1/2) (3/2)) = —1/4 = 1/2+3/4 = 0.

Portanto



