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6 de Outubro de 2010

GABARITO

Questao 1)

Considere as retas r; e r, de R? cujas equacoes paramétricas sao
ri: (L+t1+2¢1), teR,
ro: (a+2t,1,14+1), teR,
e os planos
m:2x+y+2z=1, T:2x4+y+22=3.

a) Determine todos os valores de a para que a distancia entre as retas r; e
T9 seja 1.

b) Determine um ponto P que seja equidistante de 7 e 7, isto é, tal que a
distancia entre P e 7 e entre P e 7 sejam iguais.

c) Determine um plano 7 tal que a distancia entre 7 e 7 seja 3.

Resposta:

(a) Para calcular a distancia entre as retas 11 e r5 escolhemos pontos Py € 1
e P, € ry, por exemplo

P1:(1717]->7 PQZ(CL7171)7
e vetores diretores vy de r1 e vy de 79, por exemplo

V1 = (1,2,0), Vo = (2,07 ].)



A distancia entre as retas 7 e 7y é

. \Png-(vl XU2)|

d =
[[v1 X vy ]

Temos

i j k

v xv=|12 0]=(2—-1,-4).

2 01

Também
P P,=(a—1,0,0),
e
|vxvs]| = V4 4+ 1416 = V21.

Logo

P1P2~(v1><U2):(a—1,0,0)-(2,—1,—4)22@—2.

Portanto, para que a distancia entre as retas seja 1 devemos ter

2a—2] _, 2 4++/21 2 — /21
—_— = = — Qg = ————.

, a ou
V21 2 2

(b) Para obter um ponto equidistate dos planos 7 e 7 consideramos uma

reta ortogonal r aos planos e os pontos de intersecao A e B de r com esses

planos. Um ponto equidistante de w e 7 é o ponto médio do segmento AB.
Considere, por exemplo, a reta r perpendicular a 7w e 7, dada por

r:(2t,t,21).

Determinamos os pontos de intersecao A = rNw e B =r N 7. Estes pontos
sao obtidos, respectivamente, quando t verifica

4t+t+4t=1, t=1/9, A=1(2/9,1/9,2/9),
4t+t+4t=3, t=3/9, B=(6/9,3/9,6/9),

Um ponto P equidistante dos dois planos é

A+ B 1 1
AP (8,4,8) = ~ (4,2, 4).

P -
2 18 9




De fato, de forma mais geral, o plano v paralelo a 7 e que contém P esta
formado por pontos equidistantes dos planos m e 7

1
vi2oty+2z=d, d=;(2-4+2+2:4), d=18/9=2

Logo qualquer ponto P do plano
204+y+2z2=2

verifica a condicao de equidistancia.

(c) O plano 7 deve ser paralelo a 7 (caso contréario a distancia entre os planos
seria 0). Portanto, o plano n é da forma

20 +y+2z=d.

Temos que determinar d.

A distancia entre os planos m e 7 é a distancia entre qualquer ponto do
plano n e . Escolhemos o ponto C' = (0, d, 0) do plano 7.

A distancia entre C' e m pode ser calculada como segue (ha diversos
métodos e este é o mais direto). Escolhemos qualquer ponto D de w, por
exempos D = (0,1,0). A distancia procurada é o médulo da projegao orto-
gonal do vetor DC' no vetor normal do plano 7 (o vetor n = (2,1,2)).

Temos

DC = (0,d —1,0)

e que o vetor projecao é

un:(O’d_170)'(2’172>(2’1’2)22(2,1,2)
n-n (2,1,2)-(2,1,2) 9
O moédulo deste vetor é
|d — 1] B |d — 1]
9 3

Portando, devemos ter

%:ig, d=1+9, d=10 ou d=—8.




Questao 2) Considere a base de R
B = {017U27U3}
e os vetores

w1:v1+vg+vg, w2:U1+U3, e wWs = Uy + V3.

a) Comprove que v = {wy, wy, w3} é uma base de R3.
b) Sabendo que as coordenadas do vetor u na base 3 sao
(w)s = (L,1,1),
determine as coordenadas de u na base 7.
c) Sabendo que as coordenadas do vetor n na base 7 sao
(n)y = (1,1,1),
determine as coordenadas de n na base (3.
d) Considere o subespaco vetorial W de R3 gerado pelos vetores
u; = (1,=1,0), ug = (2,0,1), uz = (1,1,1), ugy = (0,2,1), us = (1, 3,2).

Determine uma base 5 de W e as coordenadas do vetor v = (1,5,3) de W
na base 3.

Resposta:

(a) E suficiente verificar que os vetores wi, wy € ws sao linearmente inde-
pendentes (lembre que trés vetores 1.i. de R? formam uma base). Para isso
devemos ver que a Unica combinacao linear destes vetores cujo resultado é o
vetor nulo é a combinacao trivial:

0=zw +yws+ zws =1z (vy +v2+v3) +y (v1 +v3) + 2 (va +v3) =
=@+yu+(@+2)v+(z+y+2)vs.



Como os vetores vy, vs € v3 sao linearmente independentes temos que
r+y=0, z+2=0, z+y+2=0.

Portanto, considerando a terceira equagao menos a primeira, temos z = 0.
Das outras equagoes obtemos x = 0 e y = 0. Portanto, a combinagao linear
dos vetores é necessariamente trivial e assim os vetores sao l.i.. Portanto,
v = {wy,wy, w3} é uma base de R3.

(b) Sejam (u), = (z,y, z) as coordenadas de u na base 7. Entao

u=xw; +yws+ zwsz =x (v +v9+v3) +y(vy+v3) + 2 (v +v3) =
=(@+y)n+(x+2)ve+ (x+y+2)uvs.

Sabemos que (u)g = (1,1, 1), logo
u = vy + vy + vs.
Portanto, da unicidade de coordenadas em uma base, temos
r+y=1, r+z=1, r+y+z=1.
As solugoes do sistema sao
z =0, r=1, y=0.
Assim
(), = (1,0,0).
(c) Observe que como (n), = (1,1,1) temos
n=wy + wy +ws = (v + vy + v3) + (v1 +v3) + (V2 +v3) =
=2v1 + 2vy + 3vs.

Portanto, da unicidade de coordenadas em uma base, temos
(U’)B = (27 2, 3)

(d) Observe que os vetores u; = (1,—1,0) e us = (2,0, 1) nao sdo paralelos.
Portanto, geram o plano de vetorial cujo vetor normal é o vetor u; X us,
i j k
upXxup=|1 -1 0|=(-1,-1,2).
2 0 1



Este plano tem equagoes cartesianas
r+y—22=0.
Observe que os vetores
us = (1,1,1), wuy=1(0,2,1), wus=(1,3,2)

verificam esta equagao cartesiana. Portanto estes vetores estao no subespaco.
Portanto,
W={v=(x,y,2): x+y—22z=0}.

Uma base a de W esta formada por dois vetores 1.i. de W, por exemplo
Up € Usg,
a=A{u =(1,-1,), us = (2,0,1)}.

As coordenadas do vetor v = (1,5,3) de W na base a sdo

(V) = (2,9)

onde
(1,5,3) =xu; +yus =2 (1,—1,0) +y(2,0,1).
Portanto
l=2+4+2y, d5=—-2, 3=u.
Assim

Questao 3) Considere a base de R
B ={u =(1,0,1), us = (1,1,1), us = (0,2,1)}
e a transformacao linear 7: R3 — R3 que verifica

T(u) = (0,0,0), T(us)=(2,1,3), Tl(uz)=(21,3).

a) Determine a forma geral de T', isto é, determine ay, as, as, by, ba, b3, c1, ¢9, C3,
tais que

T(x,y,z) = (a1x+a2y+a3z, b1$+b2y+b32, 01$+02y+C32).



b) Determine uma base 0 do espago imagem de T. Lembre que o espago
imagem de T ¢é definido como

im(7T') = {w tal que existe v € R3 tal que w = T'(v)}.

c) Determine, se possivel, dois vetores nao paralelos u e v de R? e diferentes
de 0 tais que T'(u) = T'(v) = 0.

Resposta:
a) Observe que se T ¢é da forma
T(z,y,z) = (a1x+a2y+a32, bix+byy + bs 2, clx+02y+c3z)

entao
T(31) = (a1, b1,¢1), T(@§) = (ag,be,c0), T(k)= (as,bs,cs).
Para determinar 7'(i) primeiro escrevemos i na base (3,
(1,0,0) =2 (1,0,1) +y(1,1,1) + 2(0,2, 1),

logo
l=2+y, 0=y+2z, O=x+4+y+=z.

Portanto, z = -1,y =2 e x = —1. Assim

7((1,0,0)) =T(—(1,0,1)+2(1,1,1) = (0,2,1
= -T((1,0,1))+27T((1,1,1)) = T((0,2,1)) =
=—(0,0,0)+2(2,1,3) — (2,1,3) =
=(2,1,3).

~—
N~—
I

Também temos
7(1,0,1)=(0,0,0) = T(1,0,0)+ 7(0,0,1) = (0,0,0)

logo
7(0,0,1) = -T7(1,0,0) = (—2,—1,-3).



Finalmente,
7(0,2,1)=(2,1,3), 27(0,1,0)+7(0,0,1)=(2,1,3)
logo
27(0,1,0) = =7(0,0,1) + (2,1,3) = (4,2,6), T(0,1,0)=(2,1,3).
Portanto,

T<i) = (27 173) = (ahbl,@):
T(_]) = (2, 1,3) = (&Q,bQ,CQ),
T(k) = —(2, ].,3) = (ag, b3,03).

Assim a férmula geral de T' é
T(z,y,2) = (2z+2y—2z, 2 +y— 2,3z +3y —32).

b) A imagem de T é gerada pelas imagens dos elementos de uma base.
Portanto é gerada por

T3) =(2,1,3), T({) =(2,1,3), T(k)=-(2,1,3).
Estes vetores sao paralelos. Portanto, uma base 0 da imagem é

§=1{(2,1,3)}.

¢) Devemos resolver o sistema
T(z,y,2)= (2 +2y—2z, 24+y— 2z 3z+3y—3z) =(0,0,0).

Ou seja
r4+y—z=0.

Agora é suficiente escolher duas solucoes do sistema correspondentes a dois
vetores nao paralelos e nao nulos. Por exemplo, u = (1,0,1) e v = (0,1, 1).



