G1 de Algebra Linear I — 2008.2
Gabarito

1) Decida se cada afirmagao a seguir é verdadeira ou falsa.

. ~ — — . ~
e Existem vetores nao nulos «, w de R? tais que vale a relacao

— =~ N " = —
Resposta: Falso. Se u, w sao paralelos entdao v X w = 0 # 2 w. Se os
~ ~ -~ — — ~ —
vetores nao sao paralelos entao «w X w é um vetor nao nulo ortogonal a w.
— = —
Portanto, v x w # 2 w.

~ - — : s 4
e Para todo par de vetores nao nulos w, w de R? ortogonais entre si, isto é

— . —
u - w = 0, existe um vetor n tal que

- = _ =
nxXxu=uw.

. . — — =

Resposta: Verdadeiro. Considere um vetor ni ortogonal a « e w (por

— —> — — = =~ .

exemplo, m = w X w). Neste caso os vetores mi, u e W sao ortogonais
entre si. Portanto

— = —
mXxX u =Kuw,
. ||| | e
para certo k € R diferente de zero, de fato, Kk = iﬁ' Agora é suficiente
w

escolher

. —_ .
e Considere vetores © e w de R3 tais que



~ — = A 2
Entao os vetores u e w tém o mesmo médulo (norma).

Resposta: Verdadeiro. Observe que se verifica

(T+8) (F-T) =% - 048 -T-T -0 =
- = > = = = = =
=Uu-uUu—Uu-wWH+u-w-—w-w=
= TP - @2 =0.
Portanto,
WP - WP =0,  [u]=]w],

e a afirmacao é verdadeira.

. — — . , .
e Considere vetores w e v de R? tais que seus médulos (normas) verificam
— — — =
|w|=1, |vV]|=4, e |Wx7|=4,
~ = —
Entao w - v =0

Resposta: Verdadeiro. Observe que se 6 é o angulo formado pelos vetorer
W e U temos

4=|wW x| = |w||V]|sinf| = 4|sinb)|.
Logo sinfl = £1 e cosf = 0. Portanto,

w7V = |W||V| cosf = 0.

e Considere os pontos A = (1,3,1) e B = (1,2,2) e qualquer ponto C na
reta (1,3,2) +¢(0,1,—1). A drea do tridngulo de vértices A, B e C' é 1/2.
Resposta: Verdadeiro. Dado um ponto C' = (1,3 4+ ¢,2 — t) da reta
considere os vetores

AC = (0,t,1—1), BA=(0,1,-1)

Das propriedades dos determinantes

1] i
ACxBA=|0 t 1—-t|=1]0
01 0



[AC x BA| 1

Como a &rea do triangulo é — 5  — 3 obtemos a veracidade da
afirmagao.
Prova A
Itens  V|F | N
1.a X
1.b | x
l.c | x
1.d | x
le | x
Prova B
Itens  V|F | N
l.a | x
1.b | x
lc | x
1.d | x
l.e X
Prova C
Itens  V|F | N
l.a | x
1.b | x
l.c | x
1.d X
le | x




Prova D

Itens | V | F
l.a | x
1b | x
l.c X
1.d | x
le | x
2) Respostas:
(a)
prova A P=(9,-7,2).
prova B P=(-7,92).
prova C P=(2,-7)9).
prova D P=1(9,2,-7).
(b)
prova A c=
prova B c=8.
prova C c = 10.
prova D c=
(c)
prova A a=>.
prova B a=1
prova C a=—11.
prova D a = 10.

(d)




prova A
prova B
prova C

prova D

(e)
prova A
prova B
prova C

prova D

v =(1,0,-1)
v = (1,0,—1)
v = (1,4,3)
v = (1,4,3)
k=

k=

k = 10.

k=

3) Considere a reta r; de equagoes paramétricas

rs (26,14, —1— 1),

e a reta ro de equacgoes cartesianas

a) Escreva a reta r; como intersecdo de dois planos m e p (escritos em
equagoes cartesianas) tais que 7 seja paralelo ao eixo X e p seja paralelo

ao eixo Z.

T+ 2y —2z =1,

teR,

T —y=2.

b) Determine uma equagao paramétrica da reta r.

c) Determine a posicao relativa das retas r; e ry - reversas, paralelas ou

concorrentes (se interceptam).

d) Considere o ponto P = (0,1, —1) da reta r;. Encontre todos os pontos
@ da reta r; tal que a distancia entre P e Q seja 2 /6 (isto é, de forma

que o comprimento do segmento PQ seja 2+/6).

Resposta:



3.a) O plano 7 é paralelo ao vetor diretor da reta, (2,1,—1), e ao vetor

i=(1,0,0). Logo seu vetor normal 7 é paralelo a

i k
1 —1|=(0,-1,-1).
0 0

— N -

Portanto, a equacao cartesiana do plano 7w é da forma
y+z=d.
Como o ponto (0,1, —1) pertence ao plano 7, d = 0. Logo
m:y+z2=0.

1

Analogamente, o plano p é paralelo ao vetor diretor da reta, (2,1,

vetor k = (0,0, 1). Logo seu vetor normal m é paralelo a

ij k
2 1 —1|=(1,-2,0).
00 1

Portanto, a equacgao cartesiana do plano p ¢ da forma
r—2y=e.
Como o ponto (0,1, —1) pertende ao plano, e = —2. Logo

prr—2y=—2.

—1), e a0

3.b) Escolhemos y como parametro, y = t, e temos = 2 + t. Portanto

2z=—-1+2+2y=—-1+24+t+2t=1+3¢t, z=1/2+3t/2.

Portanto,
(2+4t,t,1/2431/2), t eR.

3.c) Devemos estudar se o sistema a seguir tem solucao

2+s=2t, s=1+t 1/2+43s/2=—-1—-t



Das duas primeiras equagcoes obtemos
24+ 1+t=2t, t=23.

Portanto, s = 4. Estas solucoes sao incompativeis com a iltima equacao
(13/2 # —4). Portanto, o sistema nao tem solucdo e as retas ndo se inter-
ceptam.

Finalmente, os vetores diretores das retas sao (2,2,3) e (2,1, —1). Estes
vetores nao sao paralelos. Logo as retas sao reversas.

3.d) Dado um ponto Q = (2¢,1+t, —1—t) de 1 temos que PQ = (2t,t, —t).
Este vetor tem médulo [t v/6. Queremos que [t|v/6 = 21/6. Logo [t| =2 e
portanto t = £2. Existem duas solugoes:

Q=(4,3,-3), (t=2), Q=(-4,-1,1), (t=-2).

4)
a) Considere os planos
m2x—3y+2z=1, T=ar—12y+cz=d.
Se possivel, determine a, ¢ e d para que a intersecao dos planos seja:

i) o conjunto vazio (ou seja, os planos nao se interceptam), isto é
N1 =0,

ii) um ponto P (ou seja, a interesegdo dos planos é exatamente em
um ponto), isto é, 7 N7 = { P},

iii) uma reta r.

Considere agora os pontos A = (1,0,1), B =(0,2,2) e C = (2,1,2).

b) Determine uma equacao cartesiana do plano p que contém os pontos

A,BeC.

¢) Determine um ponto D tal que os pontos A, B,C e D formem um para-
lelogramo P.



Resposta:

4.a)
(i) Para que a intersecdo seja o conjunto vazio (isto é, os planos nao se
interceptam) os planos devem ser paralelos. Logo os vetores normais devem

ser paralelos:
(a,—12,¢) = X (2,-3,2).

Logo A = 4 e a = ¢ = 8. Finalmente, os planos devem ser diferentes, logo é
suficiente escolher d # 4 (pois se d = 4 os planos coincidem).

(ii) A opcdo um ponto é impossivel: a intersecdo de dois planos é ou o
conjunto vazio (planos paralelos e diferentes), ou um plano (planos iguais),
ou uma reta (planos nao paralelos).

(iii) Para que a intersecao seja uma reta é suficiente escolher a # 8 ou ¢ # 8.
Nestes casos, nao ha restricoes para d.

4.b) Considere os vetores AB = (—1,2,1) e AC = (1,1,1). Um vetor normal
7 do plano é
i
= -1
1

= (1,2,-3).

— N
— = x

A equacao cartesiana do plano é da forma
r+2y—3z=d,

onde d é determinado pela condicao dos pontos A, B e C pertencer a m, ou
seja: 1 +0— 3 =d = —2. Portanto,

rT+2y—3z= -2

4.c) Existem as seguintes possibilidades para o ponto D:
e AB paralelo a CD, isto é, AB = +CD,
e AC paralelo a BD, isto é AC = +BD

O caso AD paralelo a BC' caimos em casos precedentes, faga uma figura.



No primeiro caso podemos ter

AB =CD, B-A=D-C, D=B+C—A,
D =1(0,2,2)+(2,1,2) — (1,0,1) = (1,3,3),

AB =DC, B-A=C-D, D=C+A-B
D —(2,1,2)+(1,0,1)— (0,2,2) = (3,~1,1).

No segundo caso podemos ter

A—:BDCADBDO+BA
D=(2,1,2) +(0,2,2) - (1,0,1) = (1,3,3),
AC=DB, C-A=B-D, D=A+B-C,
D= (1,0,1)+(0,2,2) — (2,1,2) = (—1,1,1).



