P1 de Algebra Linear I — 2008.1
Gabarito

1) Decida se cada afirmagao a seguir é verdadeira ou falsa e marque
COM CANETA sua resposta no quadro a seguir.

Itens | V| F|N
l.a X
1.b | x
l.c X
1.d | x
le | x

1.a) Para todos os vetores u, w e 7 de R? vale a relacio
Ux (M xw)=(u xn)xw.
Resposta: Falso. Considere, por exemplo, os vetores
i=(1,0,0), j=1(0,1,0), k=(0,0,1)

e faca

Entao se verifica

gl

—ixj=k,

Portanto,



Por outro lado,
U x (M xw)=ixk=—j.

1.b) Sejam U e w vetores de R® de mesmo médulo (norma). Entdo
(7 +w)- (v —w)=0.

Resposta: Verdadeiro. Temos

(W+T) (T-W) =TT -T-TAT T - =
- =5 > = = = = =
=UuU U —UuUu-WH+u-w-—w-w=
= | W= |w]* =0

: ~ - = — .
1.c) Considere vetores nao nulos w1y, uy e U3 de R? tais que
—> — —> —
U1 X Ug= U1 X US3.
~ — — ~
Entao os vetores u, e w3 sao paralelos.

Resposta: Falso. Considere @, =ie W, = j. Entdo u; X Wy = k =
(0,0,1). Vejamos quem pode ser ws. Se us = (z,y,2) se deve verificar a
relagao

i j k

1 0 0]=(0,—219).

Ty z

7

Isto é, podemos escolher qualquer vetor da forma (z,1,0). Por exemplo,
w3 = (1,1,0) # (0,1,0).

. — = . —  — p
1.d) Considere vetores W e ¥ de R? tais que w - v = 0 e seus médulos

(normas) verificam || = 2 e | 7’| = 3. Entdo o médulo (norma) do vetor
WX U é6.

Resposta: Verdadeiro. A condicdo w - © = 0 implica que os vetores sao
perpendiculares. Isto é, formam um angulo 6 de 7/2. Temos

@ x 7| = |@| |7 sinx/2 = @] |T|=2-3=6.



1.e) Considere os pontos A = (1,3,1) e B = (1,2,2) e qualquer ponto C' na
reta (1,3,2) +¢(0,1,—1). A drea do triangulo de vértices A, B e C' é 1/2.

Resposta: Verdadeiro. Dado um ponto C' da reta considere os vetores
AC = (0,t,1 —t), BA=(0,1,-1)
Das propriedades dos determinantes

k i
1—t|=10
-1 0

AC x BA =

O O e
—

AC x BA|

Como a area do triangulo é 5

= 1/2 obtemos a veracidade da
afirmacao.

2)

a) Considere os vetores v = (1,0,1), W = (1,1,-1) e 7 = (x,1,2).
Determine x e z para que o vetor 7’ tenha médulo (norma) igual a v/6

e verifique
— = =
n X v=uw

b) Determine o valor de ¢ para que se verifique a igualdade

(1,¢,2)- ((1,0,1) x (1,1,—1)) = 5.

c) Considere o ponto P = (1,2,1) e a reta r: (1 +¢,24+¢,1 — 2t). De-
termine todos os pontos () da reta r tais que o segmento P() tenha
comprimento 2 V6.

d) Determine o ponto ) de interse¢ao da reta r do item anterior e o plano
n de equacao cartesiana

nr+2y+z=2



Resposta:

2.a) O vetor 7 deve verifica

i k
(L,1,-1)=|=z z | =(1,—(x—2z),—1).
1 1

O

Logo
r—z=—1

Temos que 7 é da forma (z,1,1+ ). Para que este vetor tenha médulo v/6
deve-se ter

6=a’+1+(1+2)*=22"+22+2, 2°+2-2=0.
Resolvendo a equacao de segundo grau,

~1+VT+8 —1+3

2 2

T = r=-2, =1

Obtemos assim

2.b)
1 ¢ 1
0 1 1 10
5= |1 0 1 :' '—c ’4—2' ’:
11 1 1 -1 1 -1 11
= —142c+ 2.

Portanto, 2c =4 e c= 2.

2.c) Observe que Q = (1+1¢,2+1¢,1—2t) e que
PQ=t(1,1,-2).

Portanto,

PQ| = [t|V1+1+4=|t|V6=2V6.



Logo t = 42 existem duas possibilidades
Q: (3747 _3) € Q: (_17075)
2.d) Devemos encontrar o valor de t que verifique
(1+8)+22+t)+1-2t=2, 6+1t=2, t=—4.

O ponto de intersegao da reta e o plano é (—3,—2,9)

3) Considere o ponto P = (2,1, 1) e as retas r; e ry de equagoes paramétricas
ri:(14+¢2t1—1t), teR, ro: (44+t,2—2t,t), teR.
a) Determine equagoes cartesianas da reta 7.
b) Determine o ponto C' de interse¢ao das retas r; e 7.

c) Escreva a reta r; como interse¢ao de dois planos (escritos de forma car-
tesiana) 7 e p, onde 7 é paralelo ao eixo X e p é paralelo ao Y.

d) Determine a equagao cartesiana do plano (3 que contém o ponto P e a
reta 7.

e) Determine as equagdes paramétricas da reta r3 cujas equagoes cartesianas

Sao
{3x—y—|—22=4
T3 .
r+y—z=1

Resposta:

3.a) Devemos determinar dois planos (nao paralelos) que contenham a reta
r1. O vetor diretor da reta é (1,2, —1). Logos os vetores normais dos planos
devem ser perpendiculares a este vetor. Por exemplo, 7 = (1,0,1) e m =

(1,1,3). Assim os planos sao da forma

r+z=d, r+y+3z=ce.



Determinamos d e e pela condigao de que o ponto (1,0, 1) da reta pertence
a estes planos:
141=2=d, 14+0+3=4d=c.

{ T+ z=2,
-

Portanto,

r+y+3z=4

Obviamente, existem muitas outras possibilidades na escolha dos planos.
V. também poderia raciocinar como segue: temos y = 2t, portanto,

r=1+t=1+4y/2, 20—y =2.
Também temos

z=1—-t=1-y/2, y+2z=2.
Logo,

- 20—y =2,
t y+2z=2.

3.b) Devemos resolver o sistema
1+t=4+s, 2t=2-2s, 1—t=s.
Somando a primeira e a ultima equagao obtemos
2=4+4+12s

Temos s = —1. Da primeira equagao obtemos ¢ = 2. Observe que estas
condicoes sao compativeis com a segunda equacao. Portanto, o ponto de
intersegao é (3,4, —1).

3.c) O plano 7w é paralelo ao vetor diretor da reta, (1,2, —1), e ao vetor
i =(1,0,0). Logo seu vetor normal 7 é paralelo a

ik
2 —1|=(0,-1,-2).
0 0

= = e

Portanto, a equacao cartesiana do plano 7 é da forma

y+2z=d.



Como o ponto (1,0, 1) pertende ao plano, d = 2. Logo
Tiy+2z=2.

Analogamente, o plano p é paralelo ao vetor diretor da reta, (1,2, —1), e ao
vetor j = (0,1,0). Logo seu vetor normal 71 é paralelo a

j k
2 —1|=(1,0,1).
1 0

O = e

Portanto, a equagao cartesiana do plano p é da forma
Tr+z=e.
Como o ponto (1,0, 1) pertende ao plano, e = 2. Logo

prr+z=2

3.d) Escolhemos o ponto @ = (1,0,1) da reta. Temos que os vetores
(1,2,—1) (o vetor diretor da reta) e QP = (1,1, 0) sao paralelos ao plano f3.
Portanto, o vetor normal de 3 é paralelo ao vetor

i k
2 —1|=(1,-1,-1).
1 0

— e

Assim
B:x—y—z=d.

Como @ = (1,0,1) €  temos que d = 0,

G:x—y—z=0.

3.e) Para determinar as equagdes resolvemos o sistema
3r—y+22=4, rx+y—z=1.

Escalonando
rT+y—z=1, —4y+52z=1



Escolhemos z =t como parametro e obtemos
y=—-1/44+(5/4)t
Substituindo na primeira equacao
r=1-y+z=1—(-1/44+(5/4)t)+t=5/4—(1/4)t.
Obtemos assim as equagoes paramétricas
(5/4 —t/4,—-1/44+5t/4,1), teR.
Multiplicando o vetor diretor por 4 temos
(5/4—1t,—1/4+5t,4¢), teR.

Verifique que o vetor (—1, 5,4) é perpendicular aos vetores normais dos planos
((1,1,—-1) e (3,—1,2)) e que o ponto (5/4, —1/4,0) pertence aos dois planos.



