G1 de Algebra Linear I — 2007.1

Gabarito

1) Considere o ponto P = (2,1,1) e a reta r de equagoes paramétricas
r=(1+t1-t2+1), teR

(a) Determine a equacao cartesiana do plano 7 que contém a reta r e o
ponto P.

(b) Determine o plano g perpendicular & reta r que contém o ponto P.

(c) Determine o ponto M da reta r mais proximo de P e a distancia entre
o ponto P e a reta r.

(d) Determine um plano 7 tal que a interse¢ao de 7 e o plano 7 do item (a)
seja exatamente a reta 7.

Resposta:

(a) Observe que os pontos P = (2,1,1) e @ = (1,1,2) pertencem ao plano
7. Portanto os vetores QP = (1,0,—1) e v = (1,—1,1) (o vetor diretor da
reta) s@o vetores paralelos ao plano 7. Assim, um vetor normal do plano é

i j k
n=|1 0 —-1|=(-1,-2,-1).
1 -1 1

Portanto, a equagao cartesiana do plano 7 é da forma
x4+ 2y+z=d.
Como (2,1,1) € 7 temos
d=2+2(1)+1=5.

Portanto,
mrx+2y+z2=05.



(b) O vetor normal do plano g é o vetor diretor da reta. Portanto,
0:x—y+z=d.

Como P € p,
d=2—-—14+1=2.

Assim
0:x —yY+z=2.

(c) O ponto M ¢ a intersecao da reta r e o plano p. Devemos encontrar ¢
que verifique
(1+t)—-(1-t)+(2+t)=2, t=0.

Portanto M = (1,1, 2).
A distancia é o médulo de M P = (1,0, —1), isto é,

VIZ+ 02412 =2,

(d) E suficiente considerar qualquer plano que contenha a r. Portanto,
seu vetor normal n = (a,b,c) deve ser ortogonal ao vetor diretor da reta
(1,—1,1), isto é,

(a,b,c)-(1,-1,1)=a—b+c=0.
Escolhemos como vetor normal (1,1,0). Assim
Tix+y=d.
Como (1,1,2) e T temos d=1+1=2¢
TixHY=2.
Outras possiveis escolhas (ha infinitas) para o plano 7 seriam

Tix—2z=—1, T:y+z2z=3, T:r+2y+z2=05.



2) Considere
e oplanon: z+y+ 2z =1,
e os pontos A = (1,0,0) e B =(0,0,1) do plano 7, e
e aretas=(t,1+2t,1—-3t), teR

(a) Determine um ponto C' do plano 1 tal que os pontos A, B e C' deter-
minem um triangulo retangulo de drea v/6 e os segmentos AB e AC
sejam seus catetos.

(b) Determine um ponto N do plano 7 que equidiste de A e B, isto &,
|AN| = |BN]|.

(c) Determine um ponto 7" que equidiste de A e B e que nao pertencga ao
plano 7.

(d) Calcule a distancia entre a reta s e o plano 7.

(e) Considere os planos
n:r+y+z=1, prr+2y+bz=2, B:2x+y+z=c

Determine b e ¢ para que a intersecao dos trés planos 7, p e § seja uma
reta.

Resposta:

(a) Temos que o vetor AC deve ser ortogonal a BA = (1,0,—1) e estar
contido no plano. Portanto, AC também é ortogonal ao vetor normal do
plano (1,1, 1). Isto é, o vetor AC é ortogonal aos vetores (1,0, —1) e (1,1, 1),
assim é paralelo ao vetor

k
—1 [ =(1,-2,1).
1
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Isto ¢ AC = (t,—2t,t) para algum t.
Para determinar o valor de ¢ usaremos que a area do triangulo é a metade
do produto do comprimento dos catetos:

11— — tIv6+/2
5|A(J\|BA|:%:m\@:\/6.

Logo

t = 4+v2.

Assim temos duas escolhas

C =(1,0,0)+v2(1,-2,1) = (1 + V2, -2V2,V2),
C =(1,0,0) —v2(1,-2,1) = (1 — 2,22, —V2).

(b) O segmento AB esté contido no plano. Seu ponto médio N equidista de
A e B e verifica
. A+ B

AN=NB, N-A=B-N, N=-_—.

Logo
N =(1/2,0,1/2).
De fato v. pode verificar que todos os pontos da reta £ que contém o ponto
N, é ortogonal a BA e esta contida em 7 estao contidos em 7 e equidistam de

Aede B. Veja que o vetor diretor de ¢ é paralelo a BAx (1,1,1) = (1, -2,1).
Logo a reta ¢ é da forma

(,,2) = (1/2,0,1/2) + (1, —24,4) = (1/2 + 1, ~24,1/2 +1).
De outra forma, qualquer ponto de coordenadas

(a,1—2a,a), a€cR.

(c) Se consideramos a reta que contém o ponto N e é perpendicular ao plano,
e consideramos qualquer ponto M da reta diferente de N (portanto M nao
estd no plano) temos que ANM e BNM formam dois triangulos retangulos
com um cateto comum (o cateto NM) e o outro cateto do mesmo tamanho
(os catetos AN e NB). Logo as hipotenusas tem o mesmo comprimento.



Mas o comprimento da hipotenusa & distancia entre M e A e entre M e B.
Ou seja,
M =(1/2,0,1/2) +¢(1,1,1), t#0.

Por exemplo, M = (3/2,1,3/2).
A resposta geral é

(a,b,a), b#1—2a, acR.

(e) E suficiente escolher b e ¢ de forma que o sistema
r+y+z=1 x+2y+bz=2, 20+4+y+z=c,
tenha solucao e esta nao seja unica. Escalonando,

r+y+z=1, y+b-1z=1 —y—z=c—2,

r+y+z=1, y+(b-1)z=1 (b—-2)z=c—2+1

Para que o sistema tenha solugdo nao tunica a tultima equacao deve “desa-
parecer”. Portanto, b=2e c=1.

(3) Considere as retas

(1+t,1—t2+1t), teR,
(t,1+2t,1—-3¢), teR,
= (t,—t,t), teR

,
s
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a) Determine a posigao relativa das retas r e s. Se as retas forem con-
correntes determine o ponto de intersegao. Se as retas forem reversas
calcule a distancia entre elas.

b) Observe que a reta ¢ é paralela a r. Considere os pontos F = (1,1,2) e
F=1(2,0,3) de r.

Considere agora os pontos da reta ¢
PO:(Oa()?O)a P1:(17_171)7

Py = (21,-21,21), Ps33 = (333,—333,333),
Pus = (4444, —4444, 4444),  Prp = (77, =T7,77).

Para cada
1=0,1,21,333,4444 ¢ 77

considere o triangulo A; de vértices K, F' e P;.

Determine as areas dos triangulos Ag, A1, Asr, Asss, Agguy € Aqr.

Resposta:

(a) Consideramos pontos P = (1,1,2) de r e @ = (0,1,1) de s e s vetor
QP = (1,0,1). Consideramos também vetores diretores v = (1,—1,,1) de r
ew = (1,2,—3) de s. Como as retas nao sao paralelas, temos que

=0, concorrentes;
QP - (v xw) =

# 0, reversas.

Portanto, calculamos esse produto misto,

10 1

-1 1 11 1 -1
1 -1 1 :1‘ ‘—0' '+1‘ ‘:
L o 3 2 -3 1 -3 1 2

=13-2)+0+1(2+1)=4.

Portanto as retas sao reversas.



Sua distancia é

d_|@-(vxw)]_ 4
B v x w] o xwl|
Temos
i j k
-1 1 1 -1
vxw= |1 =1 1 |=i ‘—J‘ ‘—i—k‘ ‘:
L 9 a R 1 -3 12

—il+j4+k3=(1,4,3).

Onde [(1,4,3)| = v/1+ 16 + 9 = v/26. Logo
4

N

(b) Observamos que todos os triangulos considerados tém um lado, em co-
mum que consideraremos como a base, o segmento EF', onde EF = (1, —1,2).
Entao a altura (h) de todos os triangulos é a mesma: a distancia entre as
retas paralelas r e £. Portanto, todos os triangulos tém a mesma area. Veja
a figura.

r

Calcularemos, por exemplo a area de Ajy. Temos que um lado de Aj é
PyE = (1,1,2). Portanto

i j k
11 1
1 -1 2 (3, —1,-2)] 14

Area (Ag) = = — =



Portanto

Area (A;) = ~——, i=0,1,21,333,4444 ¢ 77.




