P1 de Algebra Linear I — 2010.2
3 de Setembro de 2010

GABARITO

Questao 1) Considere os vetores de R?

v =(1,2,0) e  Wy=(0,21).

. / —
a) Determine, se possivel, um vetor w tal que

Tixw=(2-1,1) e Wyxw=(-1,1,-2).

. , —_ . ’ . .
b) Determine, se possivel, um vetor u cujo médulo seja 5 e que seja per-
. — — . , = = B
pendicular aos vetores v’y e v (isto é, v'1-uw =0= vy u).

. — —
c¢) Determine um vetor @ paralelo a ©v'; tal que o vetor

- = —
b = vy— a
. ) _
seja perpendicular a v’y.
- = N — —
Observe que o vetor a é a projecao ortogonal de v's em v';. Aconselha-
mos fazer uma figura.

Resposta:

(a) Suponha que W = (z,y,2). As coordenadas de w devem verificar as
equacoes

=(2,-1,1) e
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Desenvolvendo os determinantes obtemos
(2z,—z,—2x+y)=(2,—1,1), (2z—y,z,—2z)=(-1,1,-2).
Simplificando obtemos o sistema linear
z=1 2z—y=-1, 2z—y=-1, x=1.

Este sistema tem como solucao x = 1, y = 3 e z = 1. Portanto W= (1,3,1).

— — —
(b) O vetor u deve ser ortogonal aos vetores v’y e v'5. Portanto deve ser
paralelo ao vetor

Kk
0]=(2-1,2).
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Isto é, o vetor @ é da forma t
vetor tenha maédulo 5:

5
VP (A 1+4) =3[t =5, t=+2.

2,—1,2). Devemos determinar ¢ para que o

Portanto

- 5 10 =5 10 N 5 —-10 5 —-10
=—(2,-1.2)= —, —., — =—(2-1.2)=( —,=-,— | .
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(c) Como o vetor @ ¢é paralelo a ¥'; temos que @ =t v, para algum ¢ € R.

ﬁ
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Como b deve ser perpendicular a v'; temos que

Portanto,

Temos que




Questao 2) Considere as retas r; e 7, de R3 cujas equacoes paramétricas

Sao
ri: (14+¢2t1—2t), teR,

ro: (a+2t,1+¢,10+1¢), teR,

a reta r3 de equagao cartesiana

_ r+y+z=23,
3 rT—y+2z=1

e o plano 7 de equacgao cartesiana

mir+y+2z=4.
a) Determine o valor de a para que as retas r; e ry se interceptem em um
ponto. Determine o ponto P de intersecao das retas ry e 7.

b) Determine a equacdo cartesiana do plano ¢ que contém as retas r; e
ro. (Observe que para resolver este item v. nao necessita resolver o item
anterior).

c) Determine equagbes paramétricas da reta r3.

d) Determine o ponto ) de intersegao da reta r e o plano 7.

Resposta:
(a) Devemos resolver o sistema linear
1+t=a+2s,
2t =1+ s,
1-2t=10+s.

Somando as duas ultimas equacoes obtemos
1=114+2s, s=-5.

Portanto, substituindo na segunda equacao, t = —2. Da primeira equacao
obtemos
1-2=a—-10, a=09.



O ponto de intersecao é obtido fazendo t = —2 (ou s = —5), obtemos

P=(-1,-4,5).

(b) Os vetores diretores das retas r; e ro, v = (1,2, -2) e ¥y = (2,1,1),
respectivamente, sao paralelos ao plano p. Portanto sao ortogonais ao vetor
normal 7 do plano. Assim temos que 7 é paralelo a

i k
2 -2 |=(4,-5,-3).
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Portanto, a equacao cartesiana do plano p é da forma
4x—5y—3z=d.

Como o ponto (1,0,1) da reta r; pertence ao plano temos

Logo
0:4dxr—>dy—3z=1.
(c) Consideramos o sistema
r+y+z=3, r—-—y+2z=1,
somando as quacoes temos 2x + 3z = 4. Isto é
r=2-3/2z.
Escolhendo z como parametro temos

z =t, r=2-3/2t

y=3—z—x=3—-t—2+3/2t=1+1/2t

Portanto, fazendo t =2 s

r=2—-3s, y=1+s, 2=2s, s € R.



Observe que o vetor diretor da reta é (—3,1,2) que é perpendicular aos
vetores normais dos planos que determinam a reta r3 (os vetores (1,1,1) e
(1,—1,2)). Observe também que o ponto (2, 1,0) pertence aos dois planos.

(d) Temos que verificar para que valor de ¢t o ponto (1+4t¢,2t,1—2t) verifica
a equacao r + y + 2 z = 4. Substituindo,

(1+t)+ @2 +2(1—2t) =4, —t+3=4, t=-1.

Obtemos @ = (0, —2, 3).

Questao 3) Considere os pontos
P=(1,2,0) e Q=(211),
a reta r cujas equacgoes paramétricas sao
r:(1+t,2+¢,2t), teR
e o plano p cuja equacgao cartesiana é
prr+2y+3z2=06.
a) Determine explicitamente todos os pontos M da reta r tal que a drea do
triangulo A de vértices P, Q e M seja 2.
b) A equacgao cartesiana do plano 1 que contém a reta r e o ponto Q).
c) Considere os pontos
A=(1,1,1) e B=1(0,0,2)

do plano p. Determine um ponto C' do plano p tal que os pontos A, B e C
formem um triangulo retangulo isésceles T cujos catetos sao AB e AC.

Determine a area do triangulo 7. (Para responder a esta tltima parte do
item v. nao necessita resolver a primeira parte ...).

Resposta:



a) Observe que PQ) = (1,—1,1). Considere um ponto X = (1 +¢,2+t,2t)
—

da reta r e o vetor PX = (t,¢,2t). A drea do triangulo determinado pelos

vértices P, X e (Q é

l1|— —
5 ‘PX X PQ‘ — (t,1,21) % (1,~1,1).

Temos
i j k
—_  —
PXxPQ=|t t 2t|=(3tt —2t).
1 -1 1

O moédulo deste vetor é |t|v/14. Portanto, para obter X = M devemos
escolher t tal que
|t V14 4

t=+—.

2 V14

Portanto, ha duas possibilidades para o ponto M,

4 4 8 4 4 -8
M={1+ 24 , . M=(1- 2 — , .
( V14 V14 \/14) ( V14 V14 \/14)

—
b) Observe que o vetor diretor da reta @ = (1,1,2) e o vetor PQ = (1,—1,1)
sao paralelos ao plano n. Portanto, os vetores normais do plano sao paralelos
ao vetor

i j ok
1 1 2|=(31,-2).
1 -1 1

Logo a equacao cartesiana do plano n é da forma
n:3r+y—2z=d.
Determinamos d pela condigao @ = (2,1,1) € n:
6+1—-2=5=d.

Assim obtemos
n:3x+y—2z=>5.

—
c) Considere o ponto C' e o vetor AC. Observe que:



—
e como o segmento AC' esta contido no plano p o vetor AC' ele é perpen-
dicular ao vetor normal do plano (1,2, 3),

e como o segmento AC' é um cateto do triangulo retangulo ele é perpen-

. . H —) ~
dicular ao outro cateto, assim os vetores AC' e BA = (1,1,—1) sao
perpendiculares.

—

Portanto, o vetor AC' é paralelo a

k
3

(1,2,3) x (1,1, -1) = = (=5,4,—1).
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Assim obtemos que o ponto C' estd na reta que contém o ponto A e é paralela
ao vetor (5, —4,1). Portanto

C=(1+5t1—4t1+1)

para algum ¢. Também temos que AC = (5t,—4t,t). Devemos escolher t de
forma

IAC| = [t| V25 + 16 + 1 = || VA2 = |AB| = | (-1, —1,1)] = V3.

Isto é
1
t:iigzi—f
V42 14
Portanto,

C—(1+ > 1— 4 1+ 1 ) ou
V14’ V14’ V14
5 4 1
C=[1- 1+ 11— .
( V14 V14 \/14)

Finalmente, a area dum triangulo retnagulo ¢ o produto dos catetos divido
por dois. Portanto,

AB||AC| _ |AB]* _3
2 22



