G4 de Algebra Linear I — 2008.1

Gabarito

1) Verdadeiro ou falso:

e Considere uma transformacao linear 7: R* — R? e dois autovetores distin-
— = ~ = — = ’ ’
tos w e v de T. Entao W = v + ¢ também é um autovetor de T

. — — 3
Falso: A soma de dois autovetores v e v de T é um autovetor se, e somente
- =~ 0 : :
se, os autovalores dos vetores u e v sao os mesmos. E suficiente considerar
a transformacao linear cuja matriz é

(02)

Os vetores u = (1,0) e ¥ = (0,1) sdo autovetores (associados as 1 e 2),
porém w = (1,1) ndo é um autovetor.

e Considere vetores vy, Vs, V3, Uy, Us, Vg, U7, Us, Vg, V10, V11, V12, V13, V14, V15 de R
que geram R3. Suponha que estes vetores sao todos diferentes e nao nulos.
Entao 8 = {v1, ve,v3} é uma base de R3.

Falso: E suficiente considerar (por exemplo) v = (1,0,0), vy = (2,0,0),
V3 = (3,0,0), vg = (0,1,0), v5 = (0,0,1), e, para i > 6, v; = (0,i,0).
Obviamente os vetores vy, ..., v;5 geram R? e 8 nio é uma base.

e Seja A uma matriz 2 x 2 tal que 2 e 3 sao autovalores de A. Entao A tem
inversa A™! e o trago de A~ ¢é 5/6.

Verdadeiro: Em primeiro lugar, o determinante de A é 6 (produto dos
autovalores) e portanto A possui inversa. Sejam u e U autovetores de A
associados a 2 e 3. Entdo W e v sdo autovetores de A~! associados a 1/2 e
1/3. Como estamos em dimensao dois os autovetores de A~! sao exatamente



1/2 e 1/3 e tém multiplicidade um. Portanto, o trago de A~ é a soma destes
autovalores: 1/2+1/3=3/6+2/6 =5/6.

e Considere uma transformacao linear 7': R® — R3 tal que a imagem de T é
o plano 56 x + 217y + 3122z = 0. Entao o determinante da matriz de 7" na
base canonica ¢ 0.

Verdadeiro: A matriz de 7" tem por colunas os vetores T'(i), T(j) e T'(k).
Estes vetores geram a imagem de T', que é um plano. Portanto, os vetores
T(i), T(j), T'(k) sao linearmente dependentes. Logo, o determinante da ma-
triz é nulo. Como o determinante é o produto dos autovalores de T' (contando
multiplicidades), necessariamente um autovalor de 7' é nulo.

e As matrizes

300 3 00
M=10 20 e N=10 21
0 0 2 0 0 2

sao semelhantes.

Falso: A matriz N nao é diagonalizavel: existe no maximo um autovetor
linearmente independente associado a 2 (para a matriz ser diagonalizdvel
deveriam existir dois autovetores l.i. associados a 2).

— =~ . ~ = :

e Se U e W sao dois vetores nao-nulos de R?, entdo podemos concluir que
— = — = =

v W #£0ou v X W # 0 (ou ambos).

Verdadeiro: Seja # o angulo formado pelos vetores v e w. Lembre que
VW =WV cost e [V x W =7 || V]| siné.

£0eT xW# 0.

, e se = m/2 entao

H4 trés possibilidades. Se § # 0,7, 7/2 entdo v - w
H

Se=0ouf=nentio v -wWw #0e ¥ xw = 0

— = - = =

vXw#0ev-w=0.
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2) Considere a transformagcao linear T: R* — R? definida por
T(w) =" x (1,1,3).

Determine a matriz [T]¢ de T na base canonica.

Resposta: Devemos calcular T'(i), T'(j) e T'(k):

j k
Ti) =|1 0 0 |=(0,-3,1);
11 3
i j k
TG) =|0 1 0|=(3,0-1);
11 3
i j k
Tk) =|0 0 1|=(-1,1,0);
11
Portanto,
0o 3 -1
T)e = 3 0 1
1 -1 0

e prova tipo B:

e prova tipo C:

e prova tipo D:



3) Considere a base ortonormal 3 de R3

ﬁ_{<12_2)'( 8 7 11>'<4 -3 —1)}
37373 )7\ V234" V234" v234) "\ V26 V26 V26 )
(a) Determine as coordenadas do vetor w = (7, —8,0) na base 3.

(b) Considere a transformacao linear T determinada por

o T(1,2,—-2) = (8,7,11),
o T(8,7,11) = (0,0,0),
o T(4,-3,—1) = (1,2,-2).

Determine a matriz de T' na base (3.

(c) Determine a equacao cartesiana da imagem de T (denotada T(R?)).
Lembre que

T(R?) = {u € R? tal que existe W € R? tal que T(w) = u }.

(d) Seja [T]¢ a matriz de T' na base canonica. Determine o trago de [T]¢.

Resposta:

(a) Temos (w)s = (x,y, 2) onde

(7,-8,0) (1 2 —2)+ ( 8 7 11 )+ ( 4 =3 —1)

y O = 507 o ) 9 z ) ) .
333 )Y\ /231 V31 Va3l V26" V26’ /26

Como a base é ortonormal:

1 2 =2 7 16 =9
x:(77—8,0)(§7§’?):§—§: 3 :—3’

_(7_80)(8 7 11)_ 56 56 0
Y T V234" 4+/234° /234 V234 V234 7




(7,-8,0) ( 4 -3 -1 ) 28 n 24 52
2= \(,—0o, ’ ) ) )y — :
V26 V26 v26/) v26 V26 /26

Logo
52

(w)g = (7,-8,0)5 = (—3707 E) :

(b) Escrevemos

. (1 2 —2) . ( 8 711 ) . ( 4 -3 —1)
u = ara) o ) u = ) ) 7 u = ) ) .
1= \3°373 >~ V231 V231" /234 >~ \V26' V26’ V26

Temos

12 -2 1 234
T(u,) =T([==2-—=)==(87.11) = o
(ul) <3737 3> 3(7 ) ) 3 U 2
T(us) L T(8,7,11)= 0
u ] s by = )
? V234
1 1 3
T(Ws) =—T(4,-3,-1)=—(1,2,-2) = — 71
Portanto,
3
0 0 —
V26
Tl = 234
[T)s 0 0
3
0O 0 0

(c) A imagem de T é o espago gerado pelas imagens dos vetores de uma
base. No caso, considerando a base (3, temos que a imagem de T é gerada
pelos vetores (8,7,11) e (1,2, —2). Portanto, a imagem de 7' é o plano ax +
by+ cz =0, onde (a,b,c) é perpendicular a (8,7,11) e (1,2, —2). Sabemos
que (4,—3,—1) verifica essa propriedade. Logo a imagem de 7' tem como
equacao cartesiana 4x — 3y — 2z = 0.

(d) A matriz [T)¢ é semelhante a matriz [T]3. Portanto, tém o mesmo trago.
Logo o trago de [T¢ é 0.



4) Considere a transformagao linear T: R* — R cuja matriz na base canonica

[T]e =

W N =

11
2 2
3 3
(a) Determine os autovalores de T'.

(b) Determine se T' é diagonalizdvel. Em caso afirmativo, determine uma
forma diagonal de T. Em caso negativo, explique porque T nao é
diagonalizavel.

Resposta:

(a) A matriz tem as linhas proporcionais. Portanto, o seu determinante
¢ zero. Assim, tem um autovalor nulo (o determinante é o produto dos
autovalores considerados com multiplicidades).

Calcularemos os autovetores de 0. Para isso resolvemos o sistema

1 1 1 T 0
2 2 2 y |=1o0],
3 3 3 z 0

Obtemos o plano x + y + 2z = 0. Logo os vetores nao nulos deste plano
sao os autovetores associados ao autovalor 0. Como a multiplicidade de
um autovalor é maior ou igual que o numero de autovetores linearmente
independentes associados a esse autovalor, a multiplicidade do autovalor 0
¢ dois ou trés. Se a multiplicidade fosse 3 o traco da matriz seria zero.
Portanto, o autovalor 0 tem multiplicidade dois e o outro autovalor é 6 (a
soma dos autovalores com suas multiplicidades é o trago da matriz).
Ve. também poderia calcular o o polinémio caracteristico de [T]e.

(b) Para que T seja diagonalizavel deve possuir uma base de autovetores.
Se escolhemos um autovetor associado a 6 (digamos (a, b, ¢), nao é necessério
o calculo) e dois autovetores 1.i. associados a 0 (por exemplo, (1,—1,0) e



(1,0, —1)) obtemos uma base de R? formada por autovetores de T'. Portanto,
T é diagonalizavel. As trés formas diagonais de T' sao

6 0 0 000 000
000, 06 0|, 000
000 000 0 0 6

5) Seja T: R? — R? uma transformacao linear tal que T'(j) = (2,3), i ¢ um
autovetor de T' e o determinante de T" é 4. Determine:

(a) a matriz [T]¢ de T na base canonica;

(b) uma forma diagonal D de T.

Resposta: A matriz de T na base canonica é

(33)

Como i é um autovetor 7'(1,0) = a (1,0). Logo,

(03)

Esta matriz tem determinante 4 = 3a. Logo a = 4/3.

(1)

Finalmente, como a matriz é triangular, os autovalores de T sao 4/3 e 3.
Portanto, a matriz tem dois autovalores diferentes e é diagonalizavel (trata-
se de uma matriz 2 x 2). Assim as formas diagonais de 7" sao

(05) (5 am)



e prova tipo B:

Wk:<§5%)’ b <85%)'
(552 )

(572 ):

e prova tipo C:

(7P 1).

e prova tipo D:

[ﬂ5:<§ 52)’ b



