P1 de Algebra Linear I — 2002.2
Data: 6 de setembro de 2002.

1) Decida se cada afirmagio a seguir é verdadeira ou falsa e marque com
caneta sua resposta no quadro abaixo. Atencao: responda todos os itens,
use "IN = nao sei” caso vocé nao saiba a resposta. Cada resposta certa
vale 0.3, cada resposta errada vale —0.2, cada resposta N vale 0. Respostas
confusas e ou rasuradas valerao —0.2.

Itens | V| F | N
l.a F

1.b |V

l.c F

1.d |V

l.e F

1.f F

l.g F

1.h |V

1.1 F

1.a) Considere vetores nio nulos uy, uy e uz de R?® tais que
Ul'UQI(_):Ul'U:J,.
Entao os vetores uy e uz sao paralelos.

Falso. E suficiente considerar os vetores u; = i, us = j e uz = k. Observe
que i-j =0=1-k. Mas os vetores j e k ndo sdo paralelos.

1.b) Considere os vetores (1,1,1) e (a, —1,a). Suponha que
(1,1,1) x (a,—1,a) = (0,0,0).
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Figura 1: Questao 1.c

Entao a = —1.

Verdadeiro. O vetor (a, —1, a) deve ser paraleloa (1,1,1). Logo, (a,—1,a) =
A(1,1,1). Ou seja A = —1. Outra resolucao, veja que

(a,—1,a) x (1,1,1) =(-1—a,—a+a,a+1).
Logo, se (a,—1,a) x (1,1,1) = (0,0, 0). Portanto, necessariamente, a = —1
1.c) Veja a Figura 1. Suponha que
Im| = Jw] |u] sen(a),

onde « é o angulo entre os vetores u e w. O vetor m é o produto vetorial dos
vetores w e u, isto é, m = w X u.

Falso. O médulo do vetor m estd correto, mas o sentido estd errado, nao
obedece a lei da mao direita (deveria apontar no sentido contrario)

1.d) Existe um tnico plano de R® que contém as retas

{Q+t,1+t,1+1),teR}, e {(1+t2+t3+1),tcR}.

Verdadeiro. As retas sdo paralelas (tém o mesmo vetor diretor (1,1,1))
e distintas (por exemplo, o ponto (1,2,3) da segunda reta ndo pertence a
primeira). Portanto, existe um tinico plano 7 contendo as duas retas.



De fato, a equacao cartesiana de plano 7 contendo as duas retas é obtida
como segue. Os vetores (1,1,1) (vetor diretor das retas) e (0,1,2) (o vetor
determinado pelos pontos (1,1,1) e (1,2, 3) das retas) sao paralelos ao plano
Portanto, um vetor normal do plano é

(1,1,1) x (0,1,2) = (1, -2, 1).
Logo,
T —2y+z2=d,
onde d = 0 (pois (1,1, 1) pertence a reta).
1.e) Considere vetores w e v de R?. Se w x v = 0 entdo w - v = |w| |v].

Falso. De w x v = 0 obtemos apenas que os vetores sao paralelos, mas nao
seu angulo (que pode ser 7 ou 0). Por exemplo, os vetores (1,0,0) e (—1,0,0)
verificam (1,0,0) x (—1,0,0) = 0, mas (1,0,0) - (—=1,0,0) = —1 # 1.

1.f) Considere os planos de equagdes cartesianas

-
9!
RE

x4+ by + 1z =dy,
Qs + boy + coz = da,
asx + b3y + c3z = ds.

Suponha que
ar b ¢
az by c
as by c3

=0.

Entao os planos 7y, my e 73 se interceptam ao longo de uma reta.

Falso. Os planos poderiam ser paralelos e diferentes, por exemplo,

r+y+2=0, z4+y+z=1 z+y+z=2.

Outra possibilidade, os planos poderiam se intersetar em retas dois a dois
paralelas. Por exemplo,
T+y+2z2=0,

r+2y+z2z=1, 2zx+3y+2z=1.

Existem ainda outras possibilidades que omitiremos (por exemplo, dois pla-
nos paralelos entre si interceptando o terceiro ao longo de duas retas parale-
las).
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Figura 2: Questoes 1.h e 1.i

1.g) Veja se o seguinte raciocinio é correto. Sejam u e v vetores de R
tais que
u-(u+v)=(u-u)+ (uv-v)=u-u.

Entdo v = 0.

Falso: Do raciocinio somente podemos concluir que v e v sao ortogonais
(pois u - v = 0). Por exemplo, os vetores u =i e v = k verificam a igualdade
acima e k # 0.

1.h) Considere os vetores u, w e k na Figura 2. Suponha que u-w =0e
que as circunferéncias centradas na origem tém raios 1 e 2. Entao u - k£ < 0.

Verdadeiro: Temos u - k = |u||k| cosa, onde a € (n/2,7) é o angulo
formado por u e k (isto decorre do fato de w ser ortogonal a u). Logo,
cosa < 0, e, como |u| > 1 < |k|, a afirmagdo é verdadeira.

1.i) Considere os vetores u, w e m na Figura 2. Suponha que v-w =0e
que as circunferéncias centradas na origem tém raios 1 e 2. Entao u-m > 4.

Falso: Temos u - m = |u| |m| cos «, onde « é o angulo formado por u e m.
Logo
u-m = |ul|m|cosa < (2) (2) =4.



2) Considere a reta r de equagbes paramétricas
r=1+2t, y=1+t, 2=0—-t, teR

e o ponto @) = (1,0,0).

2.a) Determine a equagao cartesiana do plano 7 ortogonal a r contendo
o ponto Q.

2.b) Determine as equagoes paramétricas do plano .
2.c) Determine as equagodes cartesianas da reta r.

2.d) Calcule a distancia entre o ponto @ e a reta 7.
2.e) Determine o ponto A da reta r mais préximo de Q.

2.f) Determine, se possivel, um ponto da reta r a distancia 2 de Q.

Resposta: Para o item (a). O vetor normal do plano 7 é o vetor diretor da
reta, ou seja, (2,1, —1). Logo a equagio cartesiana do plano é da forma,

T 2r+y—z=d,

onde d é determinado pela condigdo, @ = (1,0,0) € 7. Isto é, 2(1)4+0—0 = d.
Logo,
T2 4+y—z=2.

Item (b). Para determinar as equagoes paramétricas do plano devemos
conhecer um ponto do plano (ja temos o ponto @) e dois vetores paralelos ao
plano (néo paralelos entre si). Podemos escolher vetores ortogonais ao vetor
normal ao plano. Por exemplo, (0,1,1) e (1,0,2) (verifique que (2,1,—1) -
(0,1,1) =0=(2,1,-1) - (1,0, 2)). Logo, uma equagao paramétrica do plano

é
r=140t+s, y=0+t+0s, 2=04+t+2s, t,s€R

Item (c). Para determinar as equagdes cartesianas de r é suficiente en-
contrar dois planos nao paralelos entre si contendo a reta r. O vetor normal
destes planos deve ser ortogonal ao vetor diretor (2,1 — 1) de r. Podemos
escolher os vetores (0,1,1) e (1,0,2) do item anterior. Logo os planos sao da
forma

y+z=d, w+2z=e.



Paralelogramo

Base

Onde d e e sio obtidos pela condicdo do ponto P = (1,1, 0) da reta pertencer
aos dois planos. Temos,

y+z=1, z+2z=1.

Altermativamente, podemos resolver a equacao paramétrica da reta por
(eliminando) t.

-1
t:xz =y—1=—2 z-2y=1, y+z=1.

Isto fornece as equacoes dos planos. Observe que igualando a primeira e a
terceira equagoes obtemos x + 2z = 1.

Item (d). Para calcular a distdncia d de () a r consideraremos o ponto
P =(1,1,0) da reta e usaremos a férmula

|PQ x (2,1, —1)| = drea(Paralelogramo) = Base - (h)altura,

onde a base é |(2,1,—1)| = v/6 e a altura é a distancia d. Veja a figura.
Portanto,

g 10,-1,00x (2,1, -1)] _ |(1,0,2)| V5

V6 NG

Item (e). Observe que o ponto A de r mais préximo de @) é obtido como
a interse¢ao do plano 7 ortogonal a r contendo @) (lembre o primeiro item
do exercicio) e r. Ou seja, a intersecdo de 2z +y —2z =2 e (14 2¢,1 4+, —1).
Devemos resolver

20+2t)+(1+t)—(-t) =2 6t=-1, t=—1/6.



Logo A = (4/6,5/6,1/6).
Vamos conferir que a distancia entre @@ = (1,0,0) e A é a obtida no item

anterior.
[QA| = |(2/6,5/6,1/6)| = 1/30/36 = V/5/V/6.

Veja também que o vetor QA é ortogonal 3 reta.

Finalmente, para o item (f), calculo de um ponto de r a distancia 2 de @,
devemos considerar a intersecdo da esfera de raio 2 centrada em @ (o lugar
geométrico dos pontos a distancia 2 de @) e a reta r. Ou seja,

(x—12+924+22=22 e (142,14t —t).
Ou seja,
A2+ 24+ 2t+1+t2=4, 6t2+2t—3=0.

As solucgoes sao,

_—=24+VA+ T2 —1+4V19

B 12 B 6

Ou seja obtemos dois pontos (dependendo do parametro ¢ escolhido).

(1= (=14 V19)/3,1+ (-1 + VI9)/6, (1 - VI0)/6),
(1= (=1 = VI9)/3,1+ (-1 - VI9)/6, (-1 + V19)/6).

t

3) Considere os pontos A = (1,4,2) e B = (0,2, —2).

3.a) Determine o ponto médio do segmento de extremos A = (1,4,2) e
B=(0,2,-2).

3.b) Encontre a equacdo do plano 7 cujos pontos sdo todos equidistantes
de A= (1,4,2) e B=(0,2,—2).
Considere agora o ponto C' = (1,1,1).

3.c) Determine todos os possiveis paralelogramos de vértices A, B e C
(isto é, determine as diferentes possibilidades para o quarto vértice).

3.d) Determine a area dos paralelogramos do item anterior.

Resposta: Para responder o item (a), observe que ponto médio do segmento
AB é
140 4+2 2+ (-2)

(2’2’2

) =1(1/2,3,0).



Item (b). O vetor normal do plano 7 é (1,2,4) (o plano é ortogonal ao
vetor BA = (1,2,4)). Um ponto do plano 7 é o ponto médio do segmento
B, (1/2,3,0). Logo a equagdo do plano é

2z + 4y + 82 = 13.

Na figura se encontram os trés possiveis paralelogramos (correspondentes
aos casos: AB e AC sao lados, AC nao é lado, e AB nao é lado). Nos
diferentes casos temos

D= (1,4,2)+ (-1,-2,-4) + (0,-3,—-1) = (0, -3),

D= A+ BC= (142) (1, 1,3) (2, ,5)

D= A+AB-AC=A-BC=(1 + (-
= (0,5,-1).

Em todos os casos, a drea do paralelogramo é

|m X E| = |(0a35 1) X (_]—a _2a _4)| = |(1Oa 1a _3)|

Logo a area é /110.

541 1a 4) (O’ _3’ _1) =

4) Considere as retas
={(2+1,0,—t) |t R} e
ro={(1+s,—1+2s,s)|seR}.
4.a) Determine a posigao relativa (iguais, paralelas, concorrentes, rever-
sas) das retas 1 e 9.

4.b) Caso r; e 7y sejam concorrentes ou paralelas, escreva a equagao
cartesiana do plano que contém essas duas retas. Caso contrario, calcule a
distancia entre r1 e ro. (Atengao: nédo deixe de justificar sua escolha!)



Resposta: Primeiro veremos se as retas sao concorrentes ou nao. Considere
os pontos P = (2,0,0) € r, Q@ = (1,—1,0) € 7y e os vetores QP = (1,1,0),
v=(1,0,—1) (o vetor diretor de r1) e u = (1,2, 1) (o vetor diretor de 3).
Observe que as retas nao sao paralelas (pois os vetores diretores nao sao
paralelos).
As retas serdao concorrentes se

QP-(vxu)=0

e reversas em caso contrario.
Temos
(U X U) = (2a _2a2)

(2,-2,2) - (1,1,0) = 0.

Portanto, as retas sao concorrentes.
Outra forma de conferir que as retas sdo concorrentes é resolvendo (ou
tentando resolver) o sistema:

24t=14s, 0=—-1425s=, —t=s.
Das duas ultimas equagoes obtemos,
s=1/2, t=-1/2.

Estas condigoes sao compativeis com a primeira equacao. Assim obtemos
que o ponto de intersecao é

P =(3/2,0,1/2).

Para calcular a equagao do plano 7 contendo as duas retas observe que
ja calculamos sue vetor normal: (1, —1,1). Logo o plano é da forma

mr—y—+z=d.
Usando que P = (3/2,0,1/2) € 7, temos d = 2,

T —y+z2=2



