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Introducio

Estudamos passeios aleatorios em redes finitas e, posteriormente, infinitas com uma,
duas, trés ou mais dimensodes. O nosso estudo foi baseado no livro “Random Walks on
Electric Networks” de Peter G. Doyle e J. Laurie Snell, aonde vimos diferentes métodos para
resolver problemas de passeios aleatorios e formas para relacionéa-los com redes elétricas.

Passeios Aleatorios em Uma Dimenséo

Um caso tipico de passeio aleatdrio em uma dimensdo ¢ quando queremos encontrar a
probabilidade, p(x), de um homem bébado come¢ando em qualquer posicao x de uma rua que
pertence ao intervalo de niimeros inteiros de 0 a N (sendo 0 e N os pontos de fronteira e os
demais pontos interiores), na qual ele s6 tem duas direcdes para ir, chega na sua casa antes do
bar, sabendo que quando ele chega em um desses dois lugares ele permanece 14 e também que
a sua casa nao € o bar.

As propriedades bésicas desse problema sao:

(a) > p(0)=0
(b) = p(N) =1

() px)=1/2)p(x=4D)+1/2)p(x+1)
x=12,...,N-1

As propriedades (a) e (b) sdo justificadas pelo fato de termos convencionado 0 e N
como armadilhas, ou seja, ao chegar nesses pontos o bébado permanece 1. Ja a propriedade
(¢) diz que para um ponto interior, a probabilidade de se chegar em casa partindo de x ¢ a
média das probabilidades p(x-1) e p(x+1), que sdo as probabilidades de se chegar em casa
partindo dos pontos adjacentes a x. Podemos derivar (¢) do seguinte fato basico a respeito de
probabilidade que diz que se temos um evento E e dois outros eventos F e G sendo que um e
somente um desses dois ocorrera e entao:

P(E) = p(F)p(E/F)+ p(G)p(E/G)

No nosso caso, E ¢ o evento “o bébado termina no bar”, F € o evento “o primeiro passo
¢ para a esquerda” e G ¢ o evento “o primeiro passo ¢ para a direita”, sendo assim, temos a
propriedade (c).

Agora, consideremos um problema aparentemente diferente desse no qual queremos
saber a voltagem, v(x), em uma rede de resistores iguais conectados em série pelos quais
passamos uma voltagem de 1 volt, sendo que temos no total N resistores. Temos também que
v(0) € 0 e v(N) ¢ 1, portanto, as propriedades (a) e (b) também sdo satisfeitas por v(x). Além
disso, podemos verificaremos que v(x) também satisfaz (c).

As Leis de Kirchhoff dizem que a corrente que entra no resistor x deve ser igual a
corrente que sai do mesmo e pela Lei de Ohm, se os pontos x e y sdo conectados por uma
resisténcia de magnitude R, entdo a corrente iy, que flui de x para y é:

_v(®) =)
w R
Sendo que para x=1,2,...,N-1:
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v(x—1)—v(x) N v(x+1)—v(x) _

0
R R
V(x) = v(ix+1)+v(x—1)
2
x=12,....N—1

Portanto, temos que a propriedade (c) também ¢ satisfeita por v(x) e entdo podemos nos
perguntar se p(x) e v(x) sdo iguais. Antes de responder a essa pergunta, ¢ importante mostrar
que as duas fung¢des sao harmonicas ja que tem a propriedade (c) e, além disso, elas possuem
os mesmos valores de fronteira devido as propriedades (a) e (b). Percebemos que p(x) ¢ igual
a v(x) por causa do Principio da Unicidade, que nos diz que para todo x pertencente ao
dominio, S, que podem ser os quarteirdes da rua em que o bébado caminha ou os resistores
em séric da rede elétrica, duas fungdes harmonicas no mesmo dominio com as mesmas
propriedades sdo iguais para todo X.

Chegaremos ao Principio da Unicidade através do Principio do Maximo, que diz que
uma fun¢ao harmonica f(x) definida em S tem o seu valor maximo M e seu valor minimo m
na fronteira. A prova disso € que se temos M como o maior valor de f, se tivermos um f(x)=M
para um x interior, o mesmo deve ser verdade para f(x-1) e f(x+1), ja que f(x) é a média
desses dois valores. Se x-1 ainda ¢ um ponto interior, teremos que 0 mesmo argumento
implica em f(x-2)=M e, portanto, teremos que f(0)=M. O mesmo argumento serve para o
valor minimo m.

O Principio da Unicidade diz que f(x) e g(x) sdo fungdes harmdnicas em S, sendo que
f(x)=g(x) para os pontos de fronteira, entdo f(x)=g(x) para todo x. Para provarmos isso,
criamos um h(x)=f(x)-g(x) e, se x for um ponto interior:

h(x 1)—5h(x+1) _ f(x 1);—f(x+l) g 1);—g(x+1) _ () - g(x) = h(x)

Sendo que h ¢ harmdnica, h(x)=0 para os pontos de fronteira e, pelo Principio do

Méximo, o valor maximo ¢ o minimo de h sdo 0. Logo, h(x)=0 para todo x e, portanto,

f(x)=g(x) para todo x. A prova que p(x)=v(x) foi demonstrada tdo extensamente para mostrar

que ambas retratam o mesmo problema e que essa similaridade pode ser utilizada em outros
casos mais complexos do que os problemas em uma dimensao.

Passeios Aleatorios em Duas Dimensoes

Um passeio aleatorio em duas dimensdes ¢ um pouco mais complicado, entretanto ¢
bem parecido com o caso anterior. Nesse caso, temos que o dominio, S, que ¢ a unido dos
pontos de fronteira, que formam o conjunto B, com os interiores, que formam o conjunto D,
deve ser finito, sendo que D e B ndo podem ter pontos comuns, todo ponto de D tem que ter 4
pontos adjacentes em S e todo ponto de B tem que ter pelo menos um dos seus quatro pontos
adjacentes em D. Além disso, também devemos assumir que para quaisquer dois pontos de S
temos uma seqiiéncia de pontos de D que formam um caminho entre esses dois pontos.
Exatamente como fizemos para um passeio aleatério em uma dimensdo, iremos provar que
P(x)=v(x).

Uma funcdo f definida em S ¢ harmonica se, para pontos (a,b) de D, ela tem a seguinte
propriedade:

a+1,b)+ f(a-1,b)+ f(a,b+1)+ f(a,b—1
flay = L@ @10 fabr D+ b=
Sendo que ndo ha restrigdo para os valores de f nos pontos de fronteira.
Sabemos que p(x) € harmonica porque tem a propriedade acima, mas para analisarmos
se v(x) ¢ harmodnica, devemos novamente utilizar as Leis de Kirchhoff, lembrando que
corrente entrando em x=(a,b) é:
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v(a+1,b)—v(a,b) N v(a—1,b)—v(a,b) N v(a,b+1)—v(a,b) N v(a,b—1)—v(a,b)
R R R R
via+1,b)+v(a—-1,b)+v(a,b+1)+v(a,b—1)

4

Logo, p(x) e v(x) sdo fungdes harmdnicas com os mesmos valores de fronteira e ao
estendermos o Principio de Unicidade para duas dimensdes, podemos provar que elas sdao
iguais. Isso pode ser feito porque o Principio do Maximo também vale para duas dimensdes e
também porque a diferenga entre duas fungdes harmodnicas ¢ harmonica, ou seja, o Principio
da Unicidade também ¢ valido nesse caso.

Além disso, também estudamos diferentes métodos para encontrar a solugdo desse
problema. O primeiro que vimos foi o método Monte Carlo, nomeado assim por causa do
cassino famoso de Monte Carlo e que consiste em simularmos um namero razoavel de
tentativas para obtermos a probabilidade aproximada de escape para cada ponto x. Essa
solucdo ¢ validada pela lei dos grandes numeros da teoria da probabilidade e entdo a
estimativa obtida dessa maneira sempre se aproximara do valor real. Esse método, no entanto,
requere um numero grande de simulagdes para que possamos obter uma precisao minima e
entdo acaba sendo um pouco ineficaz.

Vimos também o método dos relaxamentos que ¢ muito mais eficaz porque requer
menos recursos computacionais necessarios para se obter a precisdo desejada. Nesse método,
comegamos escolhendo uma funcdo que possui os valores de fronteira especificados e
ajustamos os pontos interiores para serem a média dos valores de seus vizinhos. Depois de
ajustarmos todos os pontos interiores, teremos uma fung¢do que ainda nao ¢ harmdnica, mas
que ja4 ¢ mais harmdnica do que a nossa funcdo inicial. Portanto, repetimos esse método
quantas vezes for necessario para obtermos a precisao desejada.

Além desses dois métodos, também estudamos a solucdo para esse problema através
da resolucdo de equagdes lineares, que nos permitem encontrar uma resposta exata. Nesse
método, construimos uma equacao que diz a probabilidade de escape para cada ponto interno,
ou seja, que nao esta na fronteira, € entdo, apOs escrevermos essas equacdes com matrizes,
podemos resolvé-las e encontrar a resposta. O quarto método estudado foi a solugdo para esse
problema através do método das Cadeias de Markov, que pode ser considerado um método
mais sofisticado que o método das equacdes lineares.

0

v(a,b) =

Interpretacdes para Redes Elétricas Gerais

Primeiramente, vimos a definicdo de grafo: colecdo finita de pontos (vértices) sendo
que existem certos pares de pontos conectados por ramos. Um grafo ¢ considerado conectado
se ¢ possivel ir de entre quaisquer dois pontos percorrendo os ramos. Consideremos um grafo
conectado G com uma certa resisténcia Ry, entre os pontos x e y. Sabemos que a condutancia
desse ramo xy serda Cyy=1/Ryy.

Um passeio aleatdrio em G pode ser definido como uma cadeia de Markov com matriz
de transi¢do P,,=C,,/Cx. Sabendo que C ¢ o somatdrio de todas as condutincias dos ramos
que saem de x e vao para os pontos adjacentes y. Como o grafo ¢ conectado, teremos uma
cadeia de Markov ergoddiga, que possui o vetor de probabilidade tnico w que ¢ um vetor fixo
para P, sendo wP=w. Sendo que cada componente w; de w representa o nimero de vezes que
o bébado estard no estado j. Passeios aleatorios em redes elétricas tem o vetor fixo wx=C,/C
sendo C o somatodrio das condutincias para todo x. Além de ser ergddiga, cadeias de Markov
associadas com redes também sdo reversiveis se w,Px,=w,Py, para todo x,y. A reversibilidade
implica que a probabilidade de que ocorra a mudanga de um estado para outro ¢ a mesma de
que se ocorresse a mudanga inversa. Generalizando, quando uma cadeia de Markov reversivel
iniciada no seu estado de equilibrio (com as propriedades de w), as probabilidades para
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seqliéncias na ordem correta do tempo sao as mesmas se invertéssemos a dire¢do do passar do
tempo.

Se P ¢ qualquer matriz ergddiga reversivel, entdo P ¢ a matriz de transi¢ao para um
passeio aleatorio em uma rede elétrica e s6 precisamos determinar Cy,=w,Py,. Lembrando que
se Pxx ndo for nulo, a rede resultante precisara de uma condutancia de x para x. Logo, a
reversibilidade caracteriza essas cadeias ergodigas que surgem de redes elétricas. Isso se deve
ao fato que as leis da fisica que controlam o comportamento de correntes elétricas estaveis
ndo variam com a inversao da dire¢do do tempo.

Outro ponto importante ¢ que se todas as condutancias de uma rede sdo iguais, o
passeio aleatorio associado no grafo G da rede terd a propriedade de que, partindo de cada
ponto, a probabilidade de passarmos para cada um dos pontos adjacentes conectados por um
ramo serd igual. Quando isso ocorrer, teremos um passeio aleatorio simples em G.

A interpretacao probabilistica da voltagem para uma rede elétrica geral € a que quando
colocamos uma voltagem igual de 1 volt entre dois pontos a e b, sendo a voltagem em a igual
aleembigual a 0, a voltagem em um ponto x representa a probabilidade de alguém
realizando um passeio aleatorio comegando nesse ponto X, ird retornar para a antes de chegar
emb.

Além disso, estudamos que a interpretacdo probabilistica da corrente para uma rede
elétrica € a que quando uma corrente unitdria entra em a e sai em b, a corrente entre dois
pontos x e y € igual ao nimero esperado de vezes que alguém realizando um passeio aleatorio,
comecando em a e andando até chegar em b, passara de x paray.

Quando passamos uma voltagem v por dois pontos a e b, a voltagem v,=v se
estabelece em a, vy,=0 ¢ a corrente i, entrard no circuito de uma fonte externa. A quantidade de
corrente que passa depende da resisténcia geral do circuito. A resisténcia efetiva Rgpr entre a e
b € Rgppr=va/l,. Além disso, a condutincia efetiva é Cgpr=1/Rgpr=1,/v,. Esta, pode ser
interpretada como a probabilidade de escape.

A Lei da Monotonicidade de Rayleigh

Um ponto importante estudado foi a Lei da Monotonicidade de Rayleigh que diz que
se as resisténcias de um circuito aumentam, a resisténcia efetiva entre dois pontos s6 pode
aumentar, ¢ se as resisténcias diminuirem, a resisténcia efetiva s6 pode diminuir. Para
provarmos essa lei chamaremos de 1 uma unidade de corrente que passa de a para b com os
resistores Ryy € de j a unidade de corrente que passa de a para b com os resistores ny ¢ maior
ou igual ny. Entio:

= Il .7 1.
Rerr = —Z]inyyz—Zjinyy
2% 255

Entretanto, ja que j ¢ uma unidade de corrente de a para b, o Principio de Thomson nos
diz que a energia dissipada, calculada para os resistores Ryy, € maior do que para as reais
correntes determinadas por esses resistores, logo:

I . l .
Ez.]inyyz Ezlinyy = REFF
X,y X,y

Portanto, Repr 6 maior que Repp. A prova do caso em que as resisténcias diminuem ¢
igual.

Para estudarmos a relacdo entre passeios aleatorios e a Lei da Monotonicidade de
Rayleigh comegamos com uma rede de ruas (condutancias) nas quais um pedestre se move do
ponto x para y com probabilidade P,,=C,,/Cy. Entdo, escolhemos dois pontos a e b, sendo que
0 pedestre come¢a em a e caminha até chegar em b ou até retornar ao ponto a. A
probabilidade de que o pedestre, comecando em x, chegue ao ponto a antes de b serd chamado
de vy. Portanto, v,=1 e v4,=0, e a funcdo vy é harmonica em todos os pontos x diferentes de a e
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b. Chamaremos também pescape @ probabilidade de que o pedestre, comegando em a, chega em
b antes de retornar ao ponto a. Logo:

pescape = 1_ Zpaxvx

Sabendo que a condutancia efetiva entre a € b € Cypescape, 1Iremos mostrar que ela
aumenta quando uma das condutancias C,s ¢ aumentada. Se a e b sao diferentes de r ou s, sO
precisamos mostrar que pescape aumenta. Entretanto, ao invés de aumentarmos C, podemos
adicionar uma ponte de condutincia € entre r e s. Agora, devemos provar que essa ponte
aumenta a probabilidade de escape, uma vez que com ela surgem novas possibilidades de
escape mas também de se retornar ao ponto inicial. Veremos que isso ¢ verdade porque o
pedestre atravessa a ponte mais vezes na boa dire¢do, ou seja, na direcao de escape.

Assumindo que a voltagem em r ¢ maior do que em s, dizer que o pedestre cruza a
ponte na boa dire¢do € ir de r para s. Sendo uy 0 nimero esperado de vezes que o pedestre esta
em X e Uy, 0 numero esperado de vezes que ele cruza o ramo Xy de x para y antes de chegar a
b ou retornar ao ponto a. Sabemos que uy/Cx ¢ harmodnica para x diferente de a e b com
u,/C,=1/C, e u,/Cp=0, mas a fun¢ao v,/C, também tem essas propriedades e, portanto, pelo
Principio da Unicidade:

U, _ Yy
C)C Ca
C C
uI‘S = ul‘PFS = ui‘ - = V" -
c 'cC,
C C
uS}” = ustr = uS - = VS -
Cb Ca

Como C,=Cj, € ja que assumimos que v; ¢ maior que Vs, isso significa que u,s ¢ maior
que ug. Portanto, podemos ver que qualquer ramo leva o pedestre mais vezes para o lado mais
favoravel dos pontos do ramo.

Apesar de cruzar mais vezes a ponte na direcdo favoravel ao escape, ainda ndo
sabemos se a probabilidade de escape ¢ maior com a ponte do que sem a mesma. Para
analisarmos 1isso, devemos comparar a condutincia antes e depois da colocacdo da ponte.
Sabendo que a ponte tem condutancia €, colocaremos um € sempre que quisermos mencionar
um passeio com a ponte, ou seja, P escape denota a probabilidade de escape com a ponte. Além
disso, sendo d° o ntimero esperado de vezes que o pedestre vai de r para s, teremos:

, . &€ . & u’ ul
d’ =u’ —u! = ———— g
C +e C+e (C+e C +¢

Picape = Pescape + (v, =V Jd°

Logo, assumindo que continuamos o passeio sem reutilizar a ponte, a cada vez que a

ponte € utilizada de r para s a chance de escape aumenta em:
(1=v)-(=v,)=v, -,

Portanto, para encontrarmos a probabilidade de escape com a ponte, pegamos a
probabilidade de escape sem ela e a corrigimos adicionando a mudanga provocada pela ponte,
que ¢ a diferenca entre a probabilidade de escape original nos extremos da ponte multiplicada
pelo niimero esperado de vezes que ela € percorrida.

Passeios Aleatorios em Redes Elétricas Infinitas

Em uma rede infinita, temos que um passeio aleatdrio é recorrente quando passamos
pelo menos uma vez pelo ponto de que partimos e transiente quando a probabilidade disso
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ocorrer ¢ nula. Portanto, a probabilidade de escape em uma cadeia recorrente ¢ zero € em uma
cadeia transiente ¢ maior que zero.

O teorema de Polya nos diz que um passeio aleatério simples em uma rede com
dimensdo d ¢ recorrente somente quando d € igual a 1 ou 2 e que nos outros casos ¢ transiente.
Esse teorema foi provado através de relagdes entre passeios aleatdrios em grafos e questdes
sobre correntes elétricas em redes de resistores correspondentes.

Para estabelecermos essas relacdes foi necessario utilizar varias vezes a idéia de
Rayleigh de encurtar e cortar um circuito, que sdo equivalentes a Lei da Monotonicidade.
Segundo Rayleigh, encurtar conjuntos de pontos juntos s6 pode diminuir a resisténcia efetiva
da rede entre dois pontos dados e cortar certos ramos s6 pode aumentar a resisténcia efetiva
entre dois dados pontos.

Conclusoes

O estudo de passeios aleatorios e suas semelhangas com redes elétricas provou ser um
tema muito interessante ¢ digno de seu estudo, uma vez toda teoria probabilistica aprendida,
além de facilitar o meu entendimento das matérias cursadas cujo tema era probabilidade ou
eletricidade em geral, era de meu particular interesse e foi visto de maneira objetiva.

Além disso, a iniciacdo cientifica serviu também para criar uma aproximac¢ao com o
ramo académico, normalmente esquecido pelos alunos, e que no futuro pode facilitar bastante
uma carreira no mesmo ramo e também para o enriquecimento do curriculo, uma vez que a
iniciacdo cientifica é considerada uma experiéncia bastante valida no mercado de trabalho.
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