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o O que vem a seguir

o Fenémeno genérico surpreendente
em “geometria em R" com n—+o0”.

o Casamento de geometria +
concentracao de medida (Prob.).

o A prova que veremos impulsionou
estas areas de pesquisa.




° Os objetos basicos
o Corpos convexos.
Um corpo convexo Kc R?
° O que vamos estudar

o A forma de secdOes de corpos
convexos.

Intersecédo CNP de um cubo
CcR? com um plano P.




° Exemplos
o Secbes de politopos séo politopos.
o Secdes de elipsdides sao elipsoides.
° Secldes de bolas sao bolas

o B={xe R": |x] = (X x?)"2< 1}




Secdes quase bolas?

o Mediremos “distancia” para uma bola.

d(K) = inf R/ sup r -1
d(K) =0 < K bola

d(K)~ 0 = “quase bola”

Secdes quase bolas

o Cubo C em Rexp(100000000) ' egpaco10-dim. P.
d(K) = 0,01

Na verdade,
poderiamos obter
d(K)<e com um
cubo em N(g)
dimensoes.




Teorema de Dvoretsky (61)

o Para quaisquer de N, >0 existe um
N=N(d,e) tal que, em dim. n> N:

vV Kc R" corpo convexo
simétrico com relacdo a 0
4 Pc R" subespacgo d-dimensional
com:
d(KNP)<e.

A extensao de Milman (71)

o Para quaisquer de N, >0 existe um
N=N(d,e)< e1odie® ¢ g. emdim. n> N:

vV Kc R" corpo convexo
simétrico com relacdo a 0

se PC R" subespaco d-dimensional
é escolhido ao acaso,
Pr[d(KNP)<g] > 1-n#10




Diferencas fundamentais
o Cota melhor para N(d,e).

o O fenbmeno é genérico: acontece até
por acaso.

o Prova via “Concentracdo de Medida”,
hoje fundamental em Geometria,
Combinatoria e Estatistica.

Concentracao de Medida

Pr[|f(X) — EX[f(X)]|> t]< 2exp(-nt/9)

o Esfera S™1c R"

o X vetor aleatoério
uniforme sobre S1-

of:S"— R
1-Lipschitz
[f(x)-f(y)|< [x-yl




Exemplos

Pr[|f(X) — EX[f(X)]|> t]< 2exp(-nt/9)

o f(x) = x.v (v fixo, |v|<1)
EX[f(X)]=0

o f(x) = max,., X;;
Ex[f(X)]~(2 In n/n)12

o f(x) = sin?{(1-x,°) "2}
Ex[f(X)]~=??22?

Exemplo util a seguir

Pr[|f(X) — Ex[f(X)]|> t]< 2exp(-nt?/9)
o f(x) = max i<, Xi;
Ex[f(X)]~(2 In n/n)2=: M
Uset=¢ M,

n

Pr[max X; € [(1-&)M,,(1+€)M_] ]
> 1 - 2n% onde 3=5(g)>0.




© Daonde vem isso?

Pr[|f(X) — Ex[f(X)]|> t]< 2exp(-nt?/9)
o Basicamente, vem da curvatura
positiva.
o Concentragao V variedade M"
com
Ricci(M) > Ricci(esfera).

° Daonde vem isso? (2)
o W(A)>e
=
“(Ar) > 1-¢




Dvoretsky-Milman (p/ nos)

o Para quaisquer de N, >0 existe um
N=N(d,e)< e100de® t g. em dim. n> N:

vV Kc R" corpo convexo
simétrico com relacdo a 0

se PC R" subespaco d-dimensional
é escolhido ao acaso,
Pr[d(KNP)<g] > 1-n-/100000

A funcao f que usaremos

o Se BCKCR"é corpo convexo sim.,
f(x) = ||X]|x = inf{t >0 : x/teK} (xe R")
é 1-Lipschitz e € norma:

IXIlc= 0 e [[x][x = 0 < x=0
[IA X[l = [A] 11| (A € R)
[IX+Y[le< [IX]lc + [l

Além disso, K = {xe Rn: ||x||(<1}




Detalhe técnico

o Precisamos de vetores ortogonais
{vq,...,v} em R" com m> n/2-1e
|[villk=>1/2.

o Isto é possivel e ndo é dificil
(Dvoretsky-Rogers).

o Deveriamos trabalhar em <v,,...v>.

Reformulando o objetivo

o Um subespaco Pc R"“funciona” se
3 my € (0,+00),
vV ye P com |y|=1,
(1-e/3)my < [lyllx < (1+€/3)my
(ou [ [lyllk—my | < (e/3) my).

Usaremos abaixo my = EX[||X]|«]-
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Como escolher P

o P,=<ey,....ep>
o R elemento de

O(n) = {matrizes n x n ortogonais}
escolhido ao acaso, unif.

o Tomamos P = {Rx : xe P}.
o Fato: V xe P, [x|=1,
Rx é uniforme em S

Usando concentracao

o VxeP,com [x|=1,
Pr| [IRx[lx — EX[||Rx|[¢][> t]< 2exp(-nt?/8)

o Uma conta mostra que

my = Ex[|IRx[] = EX[[[X][«]

> 1/2 max, . . ,|Rx| =~ (In n/2n)2
o Tomando t = e m,/3, temos ...
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Deduzimos que

o Vxe&P,com [x|=1,
Pr[| ||Rx]|x — my|> (e/3) m]< 2exp(-2¢€? In n/27)

oMas P ={Rx:xeP,}, entao
precisamos de:

Pr[3xePy, |x|=1, | [|RX||x — my|> em,]<1

Usando s-redes

o Ng C P, € uma 0 -rede se
V xe S"1 3 x5 € Ngcom:
X —X5]< 8
3 0 -rede com # N;< exp(2d/d)

Além disso, para que P funcione,
basta que:

v X£/6€ NS/G,
| X][ = My [<(e/6)m,

12



° Concluindo a prova

Pr[axeP,, [x|=1, | ||RX]|[x = m|> (e/3)m\]
< Pr[3 x€ N, . | [IRX]|x — mg|> (e/6)my]

< # Ngg Prl| ||RX]|x — my|>(e/6) m]

< 2exp(12d/e - 2€? In n/233)

... € tudo funciona p/ escolha de N(d,e)!

° A prova em retrospecto

o Subespaco P = {Rx : xe Py} escolhido
ao acaso.

o “Funcionar”: ||Rx||x~ my para todo
IX|=1 em P,,.

o Funciona para cada elto. da 6-rede
(finita) = funciona para todos.

o V xe o-rede, concentragdo=- ndo
funciona com prob. pequena.

o Pr[falha]< Pr[individual] (# 6 rede)
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Resultados mais recentes

o Muitos problemas em Andlise,
Geometria e combinatoria tém
solucéo probabilistica.

O problema de Whitney em espacos
métricos: extensao de funcdes
Lipschitz. (Lee — Naor)

Resultados mais recentes

oVmatrizAnxnV o0
3 projecao P de posto c(d)n
tal que os valores singulares de PAP
estao entre:

O Tr(AtA)12 e (1/5) Tr(AtA)12
(Borgain-Tzifriri-Talagrand).
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° Avancos mais recentes

o Estudo de estruturas euclideanas e
corpos convexos em dimenséo alta é
area bastante ativa.

o AplicagcOes em algoritmos comegam a
aparecer.

Muito
obrigado!
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