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Figure: Leonhard Euler
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Introducao

As equacdes de Euler sdo dadas por:

Hu+(u-Viu=-Vp, emRN x (0,00)

divu =0, em RN x [0, o) )
lu(x,t)] — 0, quando |x| — oo, t >0
u(x,0) = up(x), em RN x {t = 0}.

Acima, u = (uy, Uo, ..., Uy) representa a velocidade do

escoamento e p € a pressao escalar. O termo (u- V)u é
entendido como sendo:

N
ZU,'@X,UJ', j: 1,...,N.
i=1
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“Primeira equacgéao” de (1) — lei de conservacao de momento;

“Segunda equacao” de (1) — incompressibilidade — campos de
divergente nulo preservam volume.

As equagbes de Euler sdo modelo para uma grande variedade
de escoamentos, desde os mais suaves, laminares/potenciais,

até escoamentos turbulentos.

A seguir vejamos alguns exemplos de escoamentos que sdo
modelados pelo sistema de Euler.
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Figure: Escoamento ao redor de um cilindro.
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Figure: Escoamento ao redor de um aerofdlio
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Figure: Instabilidade de escoamentos laminares
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Figure: Instabilidade de Kelvin-Helmholtz observada em nuvens

Figure: Mancha turbulenta
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Figure: Vértices na esteira de um aviao
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Figure: Vértices na grande mancha vermelha de Jupiter
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Figure: Furacao Elena, Golfo do México, 1985
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Figure: Esteira de um barco
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Equacgoes de Euler: publicadas em 1757.

Curiosidade: o primeiro artigo de Euler contendo equagdes de
dinamica dos fluidos incompressivel foi Principia motus
fluidorum (Principios dos movimentos de fluidos), escrito em
1752. Contudo, havia um erro (também feito por d’Alembert):
tratava apenas escoamentos potenciais.

Em 1755 Euler submeteu outro trabalho, Principes généraux
du mouvement des fluides (Leis gerais do movimento de
fluidos), publicado em 1757. O primeiro trabalho s6 foi
publicado em 1761.
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E- ang %

LHSHISIHEH
PRINCIPES GENERAUX

bu MOUVEMEN‘T DES FLVUIDES.
par M. EULER,

yant dubli dons mon Mémoire précedent les principes de Iéquili-
bre des flvides le plus généralement, tant & Iégard de la diverfe
qualité des fluides, que des forces qui y puiflent agir 5 je me propo.
fe de traiter fur e méme pied It moavement des Auides, & de recher
cher les principes géneraue, for lesquels toute Ia feience da mouve-
ment des fluides eft fondée. On comprend aifément que cette matie-
te elt beaucoup plus diffciley & qu'elle senferme des. zecherches in-
comparablement plus profondes : cependant jefpdre d'en venir aufli
heureufement & bout, de forte que 5'il y refte des difficultés, ce ne fera
pis du cOré du i mais du coré de Penalytiques
cette feience n'étant pas encore portée & ce. degré de perfeftion, qui
fercit nécefliire pour déveloper les formles enalytiques, qui renfer.
meat les principes du mouvement des Ruides.

M. T sagit donc de découvrir les principes, par lesgaels on
puille déterminee le mouvement d'un flaide, en quelque &ar qul
trouve, & par quelques forces qu'il foit follicicé. ~ Pour cet effet exa.
minons en détail tous les articles, qui confltiruent le fijer de nos re.
cherches, & qui renferment les quantités tant connues qu'inconnues.
Et d'abord I narure du flide eft fuppofée connue , dont il faur confi-
dérer les diverfes efpeces : le fuide eft donc, ou incompreifible, ou
compreffible. Sl n'eft pes fasceptible de compreffion, il fut diftin-
guer deux cas, Yun o toure la malle eft compofée de parties homo-
gencs, dont Ja denficé eft partour & demeure tojours k méme,, lau-

tre

Helena J. Nussenzveig Lopes OktoberMat, PUC-RJ — outubro/2008



Primeiro paragrafo da pagina anterior, Euler diz (traduzindo):

“se restarem dificuldades, nao sera do lado da mecanica, mas
unicamente do lado da analise: esta ciéncia nao tendo atingido
o grau de perfeicao necessaria para desenvolver férmulas
analiticas . . . para o movimento dos fluidos.”
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Resultados analiticos conhecidos

Caso de dimensao 3.

Suponha uy € H™(R3), div up = 0. Aqui, H™ é o espago de
funcoes de quadrado integravel e cujas “derivadas fracas” até
ordem m sao de quadrado integravel.

(Kato, 1972) Se m > [%] + 2 entéo, para algum T > 0, existe
uma unica solugéo u € C([0, T]; C?(R%)) n C'([0, T]; C(R®))
das equacgdes de Euler.
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Em dimensao 2 temos T = oo.

Seja Tmax 0 maior tempo até o qual a solugcao das equacoes de
Euler permanece suave.

O problema de singularidades para Euler é determinar se, em
dlmenSéO 3, Tmax = oo ou Tmax < 00.
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As equacdes de Navier-Stokes:

U+ (u-V)u=-Vp+vAu, emRN x(0,00)

divu =0, em RN x [0, o)
lu(x, t)] — 0, quando |x| — oo, t >0
u(x,0) = o(x), em RN x {t=0}.

(2)
Acima, v > 0 é a viscosidade, um parametro adimensional

dado por

V= —",

Re
e Re é o numero de Reynolds.
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O numero de Reynolds Re € dado por

UL
Re = —,
)
onde U é uma velocidade (rapidez) caracteristica, L € uma
escala de comprimento e p é a viscosidade “real”, propriedade
fisica do fluido.

Principio de similaridade: escoamentos com 0 mesmo ndmero
de Reynolds se comportam de modo similar.
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No espaco todo as solugdes das equacgdes de Navier-Stokes
convergem, quando Re — oo, para solugoes das equacoes de
Euler, (limite inviscido).

Teorema de existéncia para Euler vale também para
Navier-Stokes.

Diferenga com Euler: existe solugdo fraca de Navier-Stokes
globalmente no tempo (Leray, 1930). Unicidade de solugao
fraca € um problema em aberto.

Um dos 7 Problemas do Milénio do Instituto Clay, valendo US$
109, é precisamente o problema de singularidades para as
equacodes de Navier-Stokes.
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Os dois problemas de singularidade estao intimamente
relacionados.

2007: reuniao cientifica para celebrar os 250 anos da
publicacdo das equacdes de Euler (Euler equations: 250 years
on).

Houve sessdo de discusséo sobre o Problema de
Singularidades; alguns dias antes realizou-se pesquisa de
opinido. O resultado foi:
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Actually, the topic of Euler blow up is intimately connected
with the problem of singularities in the Navier—Stokes
equations, which is one of the famous Millennium Prize
problems of the Clay Mathematics Institute. During the EE250
conference an informal poll among the participants on the
problem of finite-time singularities was conducted by C. Bardos
and E.S. Titi. The question was: how confident are you,
on a 0—10 scale, that solutions to the Euler (Navier—Stokes)
equations can develop finite-time singularities? The results are
given in the following table.

Response o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 To
# of votes 8 2 2 4 2 9 0 3 3 3 7 43
(Euler)

# of votes 20 8 4 0 1 5 0 1 0 0 2 4l
(N.-S.)

Highest peaks are marked in bold.

Figure: Singularidades: Euler x Navier-Stokes

E evidente que ninguém tem um bom palpite do que ocorre
com Euler!
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Qual é a natureza da dificuldade?

Vamos introduzir a vorticidade:

w = rot u.

Equacao de evolugao de vorticidade:

Ow + (U-V)w = (w- V)u(= Duw), (3)

acoplada a relagao entre o campo de divergente nulo u e
w = rot u.

Em dimensao 2, o lado direito se anula — a vorticidade é
transportada.
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Considerando que:

@ Du e w sao termos de mesma ordem de regularidade (Du
€ operador integral singular, traco nulo, ordem 0, em
termos de w)

@ Ao longo de trajetérias do campo de velocidades o lado
direito nada mais é que uma derivada temporal,

parece razoavel supor que a vorticidade se comporte do
mesmo modo que as solugdes de uma equacgao do tipo

W= w2 (4)

Isto quer dizer formacgéo de singularidades em tempo finito! )
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Uma dificuldade importante: nao-localidade

Formulacao velocidade: — para evoluir pressao é necessario
resolver
—Ap = divdiv (u® u),

para cada instante t > 0.

Formulagao vorticidade: — u = K[w], K = rot (—A)~".
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Modelos nao-locais para a equacao de vorticidade

Modelo unidimensional para equacao de vorticidade (“baby
vorticity equation”):

Ow = H(w)w, (5)
onde H(w) € a transformada de Hilbert de w,

w(y, 1)
X—y

1
() = M) ) = VP [ “XD .
comx eR,t>0.

A integral VP (valor principal) € um limite simétrico em torno da
singularidade.
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Theorem

(Constantin-Lax-Majda, 1985) Suponha wy = w(-,0) € H'(R).
Assuma também que

{x| H(wo) >0} # 0.

Sejaw = w(x, t) a solugdo da “baby vorticity”. Entao existe
T > 0 tal que w(x,t) — oo quando t — T.

E facil produzir exemplos de tais wy.
Versao viscosa: adicione vd2w do lado direito da “baby

vorticity”. Entdo as solugdes desta versao viscosa também
formam singularidades em tempo finito (Schochet, 1986).
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Modelo em dimensao 2 — dindmica de contorno.

Considere um “patch” de vorticidade em dimenséao 2:

w = w(X, t) = xp(1), onde D(t) & um dominio material (se move
com o escoamento).

Descrigdo da fronteira do “patch”: z = z(a, t) € R?, a € R.

Equacao de evolucédo do contorno do “patch”, 9D(t):

g( ) = —1/27T log |z(a, t) — z(d/, t)|za(c/, t) da’.  (B)
dt a7 - 27T O g a’ ) (0% b *

Helena J. Nussenzveig Lopes OktoberMat, PUC-RJ — outubro/2008



Apds alguns célculos,

dz,

W(a’ t) =V(24)Za, (7)

1 ot , Z(a, t) — z(, 1) ,
V(za) = —2VP/a7r (ol ) 2 =2 e da

O operador V é operador integral singular, trago nulo, ordem 0.
Novamente, “se parece” com a equagao de vorticidade.

Formam-se singularidades no contorno em tempo finito?
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(Chemin, 1993) Assuma que 0Dy € C', 0 < v < 1. Entdo
dD(t) € C', paratodot > 0.

Mais ainda, a curvatura e o comprimento do contorno sao
estimaveis por uma exponencial dupla exp(exp t).

Isso mostra que a vida nao € tao simples! (Nem tudo que
parece a equacao de vorticidade forma singularidades.)
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Outros modelos: equacao quase-geostrofica,
M0 +u-VO=0, u=V+(-A)""2(-0). (8)
Acima, V1 = (—0y,, Ox, ).
Derivando, obtemos
XV + (u- V)V = Duve, (9)
logo V16 faz o papel da vorticidade.

Caso dissipativo: adicione v(—A)* ao lado esquerdo de (8),
a > 0. Caso critico: o« = 1/2. Recentemente Kiselev et alli e
Caffarelli et alli mostraram (2007) que nao ha formagao de
singularidades em tempo finito para o caso critico dissipativo.

Em aberto: sem dissipagao.
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Critérios para o problema de singularidades

(Beale, Kato, Majda, 1984)

@ Se fOT lw(:, 8)|| ds for limitada, como fungéo de T, entao
ndo ha formagao de singularidades para Euler (ou
Navier-Stokes);

@ Se Euler (ou Navier-Stokes) formar singularidades em
tempo T entao fot lw(:, 8)||L< dS — oo quandot / T.

O critério BKM é muito valioso em simulagcdes numéricas.
Outro critério: diregao de vorticidade ¢ = w/|w|. Enquanto

i
/0 |DE(-, 8) |2 ds

for limitada ndo ha formacao de singularidades (Constantin,
Fefferman, Majda, 1996).
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Conclusdes a partir de simulagdes numéricas — historico
elaborado por R. Kerr.

CSCAMM: Challenges of Incompressible at High Re

HISTORY OF EULER
Method, then YES or NO on singularity

¢ 1975 Early Taylor-Green — 1989 Spectral: YES
Inconclusive. too crude
0 1979 Pade of Taylor-Green.  Yes — 1990 Nested DNS: NO
bad [1CS
© 1983 DNS of Taylor-Green for Euler ac HImenes . )
No — 1093  Filtered initial conditions:

YES [|wlx ~ 18/(T — 1)

— 1998 Cylindrical vortex [Grauer et al.(1998)
YES with||wl|~ = 18/(T —t)

—2006 Hou and Li, filtered spectral:

o 1084 Beale-Kato-Majda.
Bounds for Euler

¢ 1986 Chorin/Siggia.

Vortex filaments. Yes NO
o DNS = Direct numerical simulation — 9006 Orlandi and Carnevale. new
— 1987 Early: NO claims of singular behavior with un-
too much flattening resolved problems
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A situacao atual (2008!): discussao polarizada Hou versus Kerr.

Hou et alli deduziram critério fino, localizado préximo do
maximo de vorticidade, ao longo de curvas integrais de
vorticidade.

Kerr et alli produziram simulagdées numéricas que sugerem
formagao de singularidades, em torno de t = 18.

Hou e Kerr estao refinando as simulagoes para verificar se
satisfazem ou n&o o critério de Hou.

Hou — SIM, ha “dynamic nonlinearity depletion”
(desaparecimento dinamico do efeito nao-linear) em regides de
alta vorticidade.

Kerr — NAO. Novas simulacdes indicam que a estimativa do
instante de formacao de singularidade estava errada — o
instante é posterior.
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Figure 3: The 3D view of the vortex tube for £ = 0 and { = 6. The tube is the isosurface
at 60% of the maximum vorticity. The ribbons on the symmetry plane are the contours at
other different values.

Figure: Figura retirada de artigo de Hou e Li, 2006
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local 3D vortex structure and vortex lines around the maximum vorticity at
of the box on the left is 0.075° to demonstrate the scale of the picture. The

Figure 24:
t=17. Th

isosurface is set at 0.6 X |||

Figure 25: The local 3D vortex structures and vortex lines around the maximum vorticity
at £ = 18 (on the left) and ¢ = 19 (on the right). The isosurface is set at 0.5 x [|3]]a

Figure: Outra figura retirada de artigo de Hou e Li, 2006, em torno de
t=18
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Three-dimensicnal visnalization of the
mgular collapse of anti-parallel vor-
tex tubes in the incompressible Euler
equations at t = 17. One half of one of
the anti-parallel vortices, cut through
the symmetry plane of maximum vor-
ticity with = expanded by 4 is shown.
This is a a black and white version of
the 1996 color cover figure of Nonlin-
earity [51]. Three visualization proce-
dures are used: mesh lines with shad-
ing, an isosurface, and vortex lines.
This illustrates how the physical space
structure can be divided into three re-
gions, inner, irtermeciate, and outer
by the length scales R ~ (T, — t)'*
and p ~ (T, — ). The inner region
within a distance p ~ (T, —t) of |Jw
is visualized with bright lines. |w
is among the brightest lines.

The dominant feature is an isosurface set at 0.6]|w]|» indicating the region out to

R, the extent of the intermediate region. Beyond the isosurface is an outer region
indicated by swirling vortex lines that criginate from within the swrface.

|

|

Figure: Figura retirada de artigo de Kerr, 1996, em torno de t = 18
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Conclusoes e conexoes

@ O problema de singularidades para Euler é importante,
atual e esta muito aberto.

@ As ferramentas de analise usadas sao modernas e
sofisticadas: analise harmonica (operadores integrais
singulares, decomposigao de Littlewood-Paley, “wavelets”,
etc), analise funcional (espacos de funcdes), analise
microlocal (calculo paradiferencial, etc).

@ Esta area depende, de modo nao-trivial, de sinergia entre
analise, experimentos e simulagcdes numéricas, na melhor
tradicao de matematica aplicada.

@ Uma resposta definitiva ajudara a compreender varios
outros problemas importantes de mecanica dos fluidos,
tais como transicao para turbuléncia, modelagem de
escoamentos turbulentos e dissipacao de energia, etc.

@ Em resumo, trata-se de uma area rica em problemas,
interdisciplinar e extremamente ativa.
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