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Figure: Leonhard Euler
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Introdução

As equações de Euler são dadas por:


∂tu + (u · ∇)u = −∇p, em RN × (0,∞)

div u = 0, em RN × [0,∞)
|u(x , t)| → 0, quando |x | → ∞, t > 0
u(x , 0) = u0(x), em RN × {t = 0}.

(1)

Acima, u = (u1, u2, . . . , uN) representa a velocidade do
escoamento e p é a pressão escalar. O termo (u · ∇)u é
entendido como sendo:

N∑
i=1

ui∂xi uj , j = 1, . . . , N.
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“Primeira equação” de (1) → lei de conservação de momento;

“Segunda equação” de (1) → incompressibilidade – campos de
divergente nulo preservam volume.

As equações de Euler são modelo para uma grande variedade
de escoamentos, desde os mais suaves, laminares/potenciais,
até escoamentos turbulentos.

A seguir vejamos alguns exemplos de escoamentos que são
modelados pelo sistema de Euler.
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Figure: Escoamento ao redor de um cilindro.
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Figure: Escoamento ao redor de um aerofólio
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Figure: Instabilidade de escoamentos laminares
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Figure: Instabilidade de Kelvin-Helmholtz observada em nuvens

Figure: Mancha turbulenta
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Figure: Vórtices na esteira de um avião
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Figure: Vórtices na grande mancha vermelha de Júpiter
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Figure: Furacão Elena, Golfo do México, 1985
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Figure: Esteira de um barco
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Equações de Euler: publicadas em 1757.

Curiosidade: o primeiro artigo de Euler contendo equações de
dinâmica dos fluidos incompressı́vel foi Principia motus
fluidorum (Princı́pios dos movimentos de fluidos), escrito em
1752. Contudo, havia um erro (também feito por d’Alembert):
tratava apenas escoamentos potenciais.

Em 1755 Euler submeteu outro trabalho, Principes généraux
du mouvement des fluides (Leis gerais do movimento de
fluidos), publicado em 1757. O primeiro trabalho só foi
publicado em 1761.
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Primeiro parágrafo da página anterior, Euler diz (traduzindo):

“se restarem dificuldades, não será do lado da mecânica, mas
unicamente do lado da análise: esta ciência não tendo atingido
o grau de perfeição necessária para desenvolver fórmulas
analı́ticas . . . para o movimento dos fluidos.”
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Resultados analı́ticos conhecidos

Caso de dimensão 3.

Suponha u0 ∈ Hm(R3), div u0 = 0. Aqui, Hm é o espaço de
funções de quadrado integrável e cujas “derivadas fracas” até
ordem m são de quadrado integrável.

Theorem

(Kato, 1972) Se m ≥ [3
2 ] + 2 então, para algum T > 0, existe

uma única solução u ∈ C([0, T ]; C2(R3)) ∩ C1([0, T ]; C(R3))
das equações de Euler.
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Em dimensão 2 temos T = ∞.

Seja Tmax o maior tempo até o qual a solução das equações de
Euler permanece suave.

O problema de singularidades para Euler é determinar se, em
dimensão 3, Tmax = ∞ ou Tmax < ∞.
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As equações de Navier-Stokes:
∂tu + (u · ∇)u = −∇p + ν∆u, em RN × (0,∞)

div u = 0, em RN × [0,∞)
|u(x , t)| → 0, quando |x | → ∞, t > 0
u(x , 0) = u0(x), em RN × {t = 0}.

(2)

Acima, ν > 0 é a viscosidade, um parâmetro adimensional
dado por

ν =
1

Re
,

e Re é o número de Reynolds.
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O número de Reynolds Re é dado por

Re =
UL
µ

,

onde U é uma velocidade (rapidez) caracterı́stica, L é uma
escala de comprimento e µ é a viscosidade “real”, propriedade
fı́sica do fluido.

Princı́pio de similaridade: escoamentos com o mesmo número
de Reynolds se comportam de modo similar.
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No espaço todo as soluções das equações de Navier-Stokes
convergem, quando Re →∞, para soluções das equações de
Euler, (limite invı́scido).

Teorema de existência para Euler vale também para
Navier-Stokes.

Diferença com Euler: existe solução fraca de Navier-Stokes
globalmente no tempo (Leray, 1930). Unicidade de solução
fraca é um problema em aberto.

Um dos 7 Problemas do Milênio do Instituto Clay, valendo US$
106, é precisamente o problema de singularidades para as
equações de Navier-Stokes.
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Os dois problemas de singularidade estão intimamente
relacionados.

2007: reunião cientı́fica para celebrar os 250 anos da
publicação das equações de Euler (Euler equations: 250 years
on).

Houve sessão de discussão sobre o Problema de
Singularidades; alguns dias antes realizou-se pesquisa de
opinião. O resultado foi:
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Figure: Singularidades: Euler × Navier-Stokes

É evidente que ninguém tem um bom palpite do que ocorre
com Euler!
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Qual é a natureza da dificuldade?

Vamos introduzir a vorticidade:

ω = rot u.

Equação de evolução de vorticidade:

∂tω + (u · ∇)ω = (ω · ∇)u(= Duω), (3)

acoplada à relação entre o campo de divergente nulo u e
ω = rot u.

Em dimensão 2, o lado direito se anula → a vorticidade é
transportada.
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Considerando que:
Du e ω são termos de mesma ordem de regularidade (Du
é operador integral singular, traço nulo, ordem 0, em
termos de ω)
Ao longo de trajetórias do campo de velocidades o lado
direito nada mais é que uma derivada temporal,

parece razoável supor que a vorticidade se comporte do
mesmo modo que as soluções de uma equação do tipo

Ẇ = W 2. (4)

Isto quer dizer formação de singularidades em tempo finito!
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Uma dificuldade importante: não-localidade

Contudo, a vida nem sempre é local...!!!

Formulação velocidade: → para evoluir pressão é necessário
resolver

−∆p = div div (u ⊗ u),

para cada instante t > 0.

Formulação vorticidade: → u = K [ω], K = rot (−∆)−1.
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Modelos não-locais para a equação de vorticidade

Modelo unidimensional para equação de vorticidade (“baby
vorticity equation”):

∂tω = H(ω)ω, (5)

onde H(ω) é a transformada de Hilbert de ω,

H(ω) = H(ω)(x , t) =
1
π

VP
∫

ω(y , t)
x − y

dy ,

com x ∈ R, t > 0.

A integral VP (valor principal) é um limite simétrico em torno da
singularidade.
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Theorem

(Constantin-Lax-Majda, 1985) Suponha ω0 = ω(·, 0) ∈ H1(R).
Assuma também que

{x | H(ω0) > 0} 6= ∅.

Seja ω = ω(x , t) a solução da “baby vorticity”. Então existe
T > 0 tal que ω(x , t) →∞ quando t → T .

É fácil produzir exemplos de tais ω0.

Versão viscosa: adicione ν∂2
x ω do lado direito da “baby

vorticity”. Então as soluções desta versão viscosa também
formam singularidades em tempo finito (Schochet, 1986).
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Modelo em dimensão 2 – dinâmica de contorno.

Considere um “patch” de vorticidade em dimensão 2:
ω = ω(x , t) = χD(t), onde D(t) é um domı́nio material (se move
com o escoamento).

Descrição da fronteira do “patch”: z = z(α, t) ∈ R2, α ∈ R.

Equação de evolução do contorno do “patch”, ∂D(t):

dz
dt

(α, t) = − 1
2π

∫ 2π

0
log |z(α, t)− z(α′, t)|zα(α′, t) dα′. (6)
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Após alguns cálculos,

dzα

dt
(α, t) = V(zα)zα, (7)

onde

V(zα) = − 1
2π

VP
∫ α+π

α−π
zα(α′, t)⊗ z(α, t)− z(α′, t)

|z(α, t)− z(α′, t)|2
dα′.

O operador V é operador integral singular, traço nulo, ordem 0.
Novamente, “se parece” com a equação de vorticidade.

Formam-se singularidades no contorno em tempo finito?
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Theorem

(Chemin, 1993) Assuma que ∂D0 ∈ C1,γ , 0 < γ < 1. Então
∂D(t) ∈ C1,γ , para todo t ≥ 0.
Mais ainda, a curvatura e o comprimento do contorno são
estimáveis por uma exponencial dupla exp(exp t).

Isso mostra que a vida não é tão simples! (Nem tudo que
parece a equação de vorticidade forma singularidades.)
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Outros modelos: equação quase-geostrófica,

∂tθ + u · ∇θ = 0, u = ∇⊥(−∆)−1/2(−θ). (8)

Acima, ∇⊥ = (−∂x2 , ∂x1).

Derivando, obtemos

∂t∇⊥θ + (u · ∇)∇⊥θ = Du∇⊥θ, (9)

logo ∇⊥θ faz o papel da vorticidade.

Caso dissipativo: adicione ν(−∆)α ao lado esquerdo de (8),
α ≥ 0. Caso crı́tico: α = 1/2. Recentemente Kiselev et alli e
Caffarelli et alli mostraram (2007) que não há formação de
singularidades em tempo finito para o caso crı́tico dissipativo.

Em aberto: sem dissipação.
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Critérios para o problema de singularidades

Theorem
(Beale, Kato, Majda, 1984)

Se
∫ T

0 ‖ω(·, s)‖L∞ ds for limitada, como função de T , então
não há formação de singularidades para Euler (ou
Navier-Stokes);
Se Euler (ou Navier-Stokes) formar singularidades em
tempo T então

∫ t
0 ‖ω(·, s)‖L∞ ds →∞ quando t ↗ T .

O critério BKM é muito valioso em simulações numéricas.

Outro critério: direção de vorticidade ξ ≡ ω/|ω|. Enquanto∫ T

0
‖Dξ(·, s)‖2

L∞ ds

for limitada não há formação de singularidades (Constantin,
Fefferman, Majda, 1996).
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Conclusões a partir de simulações numéricas – histórico
elaborado por R. Kerr.
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A situação atual (2008!): discussão polarizada Hou versus Kerr.

Hou et alli deduziram critério fino, localizado próximo do
máximo de vorticidade, ao longo de curvas integrais de
vorticidade.

Kerr et alli produziram simulações numéricas que sugerem
formação de singularidades, em torno de t = 18.

Hou e Kerr estão refinando as simulações para verificar se
satisfazem ou não o critério de Hou.

Hou → SIM, há “dynamic nonlinearity depletion”
(desaparecimento dinâmico do efeito não-linear) em regiões de
alta vorticidade.
Kerr → NÃO. Novas simulações indicam que a estimativa do
instante de formação de singularidade estava errada – o
instante é posterior.
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Figure: Figura retirada de artigo de Hou e Li, 2006
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Figure: Outra figura retirada de artigo de Hou e Li, 2006, em torno de
t = 18
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Figure: Figura retirada de artigo de Kerr, 1996, em torno de t = 18
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Conclusões e conexões

O problema de singularidades para Euler é importante,
atual e está muito aberto.
As ferramentas de análise usadas são modernas e
sofisticadas: análise harmônica (operadores integrais
singulares, decomposição de Littlewood-Paley, “wavelets”,
etc), análise funcional (espaços de funções), análise
microlocal (cálculo paradiferencial, etc).
Esta área depende, de modo não-trivial, de sinergia entre
análise, experimentos e simulações numéricas, na melhor
tradição de matemática aplicada.
Uma resposta definitiva ajudará a compreender vários
outros problemas importantes de mecânica dos fluidos,
tais como transição para turbulência, modelagem de
escoamentos turbulentos e dissipação de energia, etc.
Em resumo, trata-se de uma área rica em problemas,
interdisciplinar e extremamente ativa.
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