Seja a sequéncia X: N --> N (N = conjunto dos inteiros positivos),
definida por:

X(1) =1, e, paran>1, X(n) =menor inteiro positivo tal que:

(1) X(n) ndo pertence a{ X(1), X(2), ..., X(n-1) }, e

(if) o conjunto { X(1), ..., X(n) } tem média aritmética inteira.

Prove que X é uma bijecdo (ou seja, cada inteiro positivo aparece na
sequéncia exatamente uma vez).

n

E facil ver que, paran > 1, S(n) = S(n - 1) + X(n) = m(n-1).(n-1) + X(n)
Donde verificamos que:

S(n) = m(n-1).n + X(n) — m(n-1) = 0 (mod n)

= X(n) = m(n-1) (mod n) = X(n) = m(n-1) + k.n para algum k inteiro

Essa linha também nos diz que M(i) = {m(1), m(2), ... m(i)} < {X(1), X(2), ...,
X(i+1)} pois o valor m(n-1) € o menor que satisfaz o critério de média aritmética
inteira.

Neste ponto estou sendo ligeiramente desleixado na notac&o pois ha valores
repetidos para as médias o que faz com que o conjunto M(i) ndo tenha
necessariamente i elementos.

= m(n)= SEIn) _min 2n+ kn _ m(n-1)+Kk

Sejam S(n) = IZ;: X (i )’ m(n) = in) e S(n) = O(mod n)

Vamos tentar provar por indugcao que m(n) = m(n-1) + k, sendo que k € {0, 1}
para todo n.

m(2) = m(1) + 1, logo para o caso inicial temos que a afirmacéo € verdadeira.
Suponha que, paratodo 2 <=i<n. m(i) = m(i-1) + k, com k € {0, 1}
Com essa hipo6tese temos:
m(1) <= m(2))<= .. <=m(n-1) <=n-1....... (1)
i—1

><(i):{m(i_1)+i ........ )

Também sabemos que X(i+1) = m(i) (mod i + 1)
Se para todo j, 1<=j <=1, X(j) # m(i), assuma X(i+1) = m(i) e temos:

m(i+1) = m(i) + O.
Se existe um valor para j em que X(j) = m(i), tome X(i+1) =m()+i+ 1l e
vamos verificar que nao existe nenhum inteiro u, 2 <= u <=1 tal que X(u) =
X(i+1):
A partir de (2), temos X(u) <= m(u-1) +u
De (1) temos X(u) <=m(i) + u<m(i) +i + 1, pois u <= i. Verificar que X(1) #
X(i+1) é trivial.
Sendo assim m(i+1) = m(i) + 1.



Esta provado entéo, pelo PIF que m(n) = m(n-1) + k, com k € {0, 1} para todo
n>=2.

Se provarmos que nao existe um valor u tal que, para todo v > u, m(v) = m(u)
teremos provado que para todo inteiro a, existe um inteiro w tal que m(w) = a e,
como {m(1), m(2), ... m(w)} < {X(1), X(2), ..., X(w+1)}, a também pertence a
seqliéncia X e logo teremos provado que X € sobrejetora.

Se m(v) = m(u) para todo v > u, temos

S(v) = m(u).v

S(v+1) = m(u).(v+1)

S(v+1) = S(v) + X(v+1) = X(v+1) = m(u)

S(v+2) = m(u).(v+2) = S(v+1) + X(v+2) = X(v+2) = m(u),

mas ai X(v + 2) € {X(1)... X(v+1)}, o que contraria a definicdo da sequéncia!
X é injetora e sobrejetora, logo é bijetora. CQD.
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